Aurgape Yul. Lie unktion 11z€C;lzl=1} - {zeC;|z| < 1} sei holomorph und es sei
f(0) = 0. Dann trifft genau eine der beiden folgenden Aussagen zu:

<2/3. (1)

j fx)dx

Es gibt eine Konstante o € C mit || = | derart, dass

f(2) = az?. (2)

Dies ist zu zeigen.
P. von Siebenthal, Ziirich
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Weitere Losungen sandten P. Bundschuh (K6ln, BRD), L. Cseh (Odorheiu-Secuiesc,
Rumainien), W. Hensgen (Miinchen), Kee-wai Lau (Hongkong), 1. Merényi (Cluj-Na-
poca, Ruminien), Chr. A. Meyer (Berlin). Eine Beweisskizze sandte Hj. Stocker (Wa-

denswil).
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Losung: Es sei D die offene Einheitskreisscheibe, also D = {z €C:|z| < 1}. Zundchst
zerlegen wir die Funktion f in den geraden Anteil w und den ungeraden Anteil v, also

J(2)=w(2) +v(2), (3)

mit
w@ =3 (f@+f-2) wd @)= 3 (10 -1-2).

Aus den Voraussetzungen iiber f folgt, dass w die Form

w(z) = 2'g(2)
hat, wobei die Funktion g holomorph in D und [g ()| <1 fiir jedes zeD ist.

1. Fall. |g(2)] <1 fiir jedes z €D.

+1

Da die Funktion v ungerade ist, ist das Integral | v(x)dx = 0. Daher ergibt sich sofort
-1 -
die gewiinschte Ungleichung:

Tf] w(x)dx

-1

W

t‘lf(x) dx < }l Ix* g (x)ldx < ]} xXdx =

2.Fall. |g(z,) = 1 fiir ein z,€eD.

Nach dem Maximumprinzip ist demnach |g(z)| =1 fiir jedes z€D, also g(z) = const
= o mit |o| = 1.

Die Funktion f lidsst sich daher nach (3) in der Form

f(@)=oaz +0v(2)

darstellen.
Beachtet man, dass v ungerade ist, so gilt fiir jedes zeD.
le 2 +v(2) = () <1
ez — v = (=2 < 1.
Quadrieren und Addition ergibt wegen |a| = 1:
lz'+ lp(2P <1  (zeD). 4)

Die Ungleichung (4) impliziert jedoch, dass v(z) gleichmissig gegen Null geht, falls z
gegen den Rand von D strebt. Nach dem Maximumprinzip ist also v identisch Null.
Somit hat f die Gestalt

f)y=az,

mit |a| = 1.
R. Mortimi, Karlsruhe, BRD



