
Calcul intégral

1. Intégrale de Riemann dans R
Soient a < b, f : [a, b] → [0,∞[ bornée,
G(f) = {(x, f(x)) : a ≤ x ≤ b} est le graphe de f .

E(f) = {(x, y) ∈ R2 : a ≤ x ≤ b, 0 ≤ y ≤ f(x)}

I(f) =
∫ b

a f(x)dx =l’aire de E(f).

Figure 1. Interprétation géométrique de l’intégrale

Si a = x0 < x1 < · · · < xn = b alors Z = {x0, x1, . . . , xn} est une subdivison
de [a, b].
Soit Ij = [xj, xj+1] et |Ij| = xj+1 − xj la longueur de Ij.
Somme de Darboux inférieure: sf(Z) =

∑n
j=1 |Ij| infIj

f

Somme de Darboux supérieure: Sf(Z) =
∑n

j=1 |Ij| supIj
f

L’oscillation de f sur Ij est: oscfIj
= supIj

f − infIj
f .

On veut: sf(Z) ∼ I(f) et Sf(Z) ∼ I(f).

Definition 1.1. — f intégrable (au sens de Riemann), noté par f ∈ R[a, b],
si

∀ε > 0 ∃Z = {x0, x1, . . . , xn} : |sf(Z)− Sf(Z)| < ε

On a alors que

sup
Z
sf(Z) = inf

Z
Sf(Z)

et la valeur commune I(f) est appellée intégrale de Riemann de f .
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2. Mesure de Jordan, ensembles négligeables

Définition Soient aj < bj, 1 ≤ j ≤ n . Alors I =
∏n

j=1[aj, bj] =
{(x1, . . . , xn) ∈ Rn : aj ≤ xj ≤ bj} s’appelle intervalle ou pavé dans
Rn.

(Pour n = 2 on a donc des rectangles dont les côtés sont parallèles aux axes
des coordonnées, et pour n = 3 on a des pavés dont les faces sont parallèles
aux plans x = 0, y = 0 et z = 0 resp. )

Si I1 et I2 sont deux paveś et si I◦1 ∩ I2 6= ∅, alors I1 ∩ I2 est un pavé.

On définit le volume d’un pavé I =
∏n

i=1[ai, bi] dans Rn par |I| =
∏n

i=1(bi−ai).

• Si I, Ij sont des pavés avec I ⊆
⋃∞

j=1 Ij, alors |I| ≤
∑∞

j=1 |Ij| ∈]0,∞].

Soit k ∈ N etQk le pavage dyadique d’ordre k de Rn, i.e. Qk est l’ensemble des
pavés(=cubes) de la forme Q = {x = (x1, · · · , xn) : qi

2k ≤ xi ≤ qi+1
2k , qi ∈ Z}

Soit A ⊆ Rn bornée. Pour tout k ∈ N, soit Mk le nombre des pavés Q ∈ Qk

qui coupent A (i.e. ont un point commun avec A) et soit mk le nombre des
pavés dans Qk qui sont entièrement inclus dans A. Le volume d’un pavé
de Qk est

( 1
2k

)n
(dans Rn). Donc Mk

2kn et mk

2kn donnent une approximation du
volume V ol(A) de A:

mk

2kn ≤ V ol(A) ≤ Mk

2kn

On voit que Mk

2kn est une suite décroissante si k ↗ et que mk

2kn est croissante si
k ↗. Comme A est bornée, ces suites sont bornées; d’où les limites existent.

Figure 2. m1 = 1,M1 = 13 m2 = 6,M2 = 26

Définition On dit que l’ensemble bornéA ⊆ Rn est mesurable au sens de Jordan
(ou quarrable) si ces deux limites cöıncident; i.e. si limk→∞

mk

2kn = limk→∞
Mk

2kn .
La valeur commune est appellée mesure ou volume de A, notée par mesA.
Pour n = 2 on parle aussi de l’aire de A.

• Si I est un pavé, alors |I| =mesI.

Exemple L’aire du triangle des sommets (0, 0), (1, 0) et (0, 1) est 1/2
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mk =
(2k)2 −

(∗)︷︸︸︷
2k

2
, Mk = (2k + 2)2 − (1 + 2 + 3 + · · ·+ 2k)

(où (∗) est le nombre de carrés coupant la diagonale)
Alors mk/(2

k)2 → 1/2 et Mk/(2
k)2 → 1/2.

Propriétés Soient A et B deux ensembles mesurables dans Rn. Alors
(1) mesA ≥ 0,
(2) A ⊆ B =⇒ mesA ≤ mesB,
(3) A∩B et A∪B mesurables et mes (A∪B) = mesA+mesB−mes (A∩B).
(4) Le translaté de A a la même mesure que A,
(5) Si f est une application linéaire de Rn dans Rn, alors mes f(A) =
|det f |mesA;

en particulier, la mesure est invariante pour les transformations orthogonales
(parce que celles-la ont le déterminant ±1.)

ex. • Les intervalles A = [a, b], ]a, b], ]a, b[ et [a, b[ sont mesurables et
mesA = b− a.
• A = Q ∩ [0, 1] n’est pas mesurable au sens de Jordan. En effet, les
éléments du pavage Qk de R1 qui coupent A ont la forme Ik,n = [ n

2k ,
n+1
2k ], 0 ≤

n ≤ 2k − 1; donc Mk = 2k. D’autre part, comme chaque intervalle contient
un nombre irrationnel, aucun des éléments du pavage Qk n’est inclus dans
A, donc mk = 0. Conclusion: Mk

2k = 1 ∀k et mk

2k = 0 ∀k.

• Chaque singleton {x} dans Rn est mesurable et mes {x} = 0.

Proposition 2.1. — Supposons que E ⊆ Rn soit mesurable au sens de
Jordan et que mesE = 0. Alors chaque partie F ⊆ E est mesurable et
mes F = 0.

Notons que si mes E = 0, alors ∀k : mk = 0.

Definition 2.1. — Un ensemble N ⊆ Rn est dit négligeable dans Rn

(notation: |N | = 0) s’il peut être recouvert par des pavés (ou boules) In,
(n = 1, 2, . . . ), tel que la somme des volumes des pavés (boules) est aussi
petit qu’on veut; i.e.
|N | = 0 ⇐⇒ ∀ε > 0∃ pavés Ij, N ⊆

⋃∞
j=1 Ij et

∑∞
j=1 |Ij| ≤ ε.

On dit aussi que N a la mesure 0 au sens de Lebesgue.

• Q est négligeable dans R. En effet, Q = {rn : n ∈ N}, où {rn : n ∈ N} est
une énumération de Q (bijection de Q sur N). Posons In = [rn− ε

2n , rn + ε
2n ],

|In| = 2ε
2n ,
∑∞

n=1 |In| = 2ε,
∑∞

n=1 2−n = 2ε, Q ⊆
⋃∞

n=1 In.

De même pour A = Q ∩ [0, 1]. Donc l’ensemble A est négligeable sans qu’il
soit mesurable au sens de Jordan.
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Proposition 2.2. —
i) Chaque partie P d’un ensemble négligeable N est négligeable.
ii) La réunion dénombrable

⋃∞
j=1Nj d’ensembles négligeables Nj est négligeable.

iii) Les pavés de Rn ne sont pas négligeables dans Rn.

Preuve. — i) P ⊆ N ⊆
⋃∞

j=1 Ij,
∑∞

j=1 |Ij| < ε.

ii) Nj ⊆
⋃∞

k=1 Ik,j,
∑∞

k=1 |Ik,j| ≤ ε2−j, j ∈ N =⇒
⋃
Nj ⊆

⋃
j

⋃
k Ik,j et

∞∑
j=1

∞∑
k=1

|Ik,j| ≤
∞∑

j=1

(ε2−j) = ε.

iii) I ⊆
⋃∞

n=1 In. Ainsi 0 < |I| ≤
∑∞

j=1 |Ij| < ε := |I|/2. Une contradiction.

Proposition 2.3. — Soit E ⊆ Rn un ensemble mesurable au sens de Jor-
dan. Alors mes E = 0 ⇐⇒ E est négligeable.

ex. • E = {(t, t) ∈ R2 : 0 ≤ t ≤ 1}. Alors E est un ensemble de mesure
nulle, car, soit Ij = [ j

2k ,
j+1
2k ] × [ j

2k ,
j+1
2k ], , 0 ≤ j ≤ 2k − 1. Alors E ⊆

⋃
Ij et∑

|Ij| = 2k
( 1

2k

)2 → 0 si k →∞.

ex. • Le cercle unité E = {(x, y) : x2 + y2 = 1} a la mesure nulle
dans R2. En effet, soit αj = exp(2πi j

2k ). Alors E ⊆
⋃

0≤j≤2k B(αj;
4
2k ) et∑2k

j=0 mes
(
B(αj;

4
2k )
)
≤ (2k + 1)

( 8
2k

)2 → 0 si k →∞.

ex. • H = {(q, 0) ∈ R2 : q ∈ Q, 0 ≤ q ≤ 1}. Alors H est mesurable et
mes H = 0. En effet
H ⊆

⋃
0≤j≤2k−1

(
[ j
2k ,

j+1
2k ]× [0, 1

2k ]
)
, Mk = 2k,mk = 0. Mais Mk

(2k)2 = 1
2k → 0 si

k → 0.

Théorème 2.4. — Soit E ⊆ Rn borné. Alors E est mesurable au sens de
Jordan si et seulement si sa frontière ∂E est négligeable.

• E = Q ∩ [0, 1] n’est pas mesurable, parce que ∂E = [0, 1] et [0, 1] n’est
pas négligeable.

Figure 3. Q et Q
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• Soit P = {(x1, . . . , xn, 0) : xj ∈ R} un hyper-plan dans Rn+1. Alors P
est négligeable et chaque partie bornée A de P est mesurable de mesure de
Jordan 0 dans Rn+1 (notons que ∂A ⊆ P ).

• Le disque D = {(x, y) ∈ R2 : x2 + y2 ≤ 1} est mesurable parce que
∂D = {(x, y) : x2 +y2 = 1} est mesurable et a la mesure nulle (voir ci dessus)

Figure 4. G(f) et E(f)

Proposition 2.5. — Soit f une fonction continue sur un pavé I dans Rn.
Supposons que f ≥ 0. Alors le graphe de f , donné par

G(f) = {(x, f(x)) ∈ Rn+1 : x ∈ I}
est mesurable et a la mesure nulle (dans Rn+1). En plus, l’ensemble

E(f) = {(x, y) ∈ Rn × R : x ∈ I, 0 ≤ y ≤ f(x)}
est mesurable.

Comment calculer la mesure d’un ensemble?

3. Fonctions intégrables et intégrales multiples

Soient f, g ∈ C([a, b]) et g(x) ≤ f(x)∀x ∈ [a, b] et

A = {(x, y) ∈ R2 : x ∈ I, g(x) ≤ y ≤ f(x)}.

Alors A est mesurable et mes A =
∫ b

a f(x)dx−
∫ b

a g(x)dx =

=
∫ b

a

(
f(x)− g(x)

)
dx =

∫ b

a

(∫ f(x)
g(x) 1 dy

)
dx =:

∫∫
A d(x, y) (intégrale double).

Définition Soit A un ensemble borné dans Rn et I un pavé tel que A ⊆ I ⊆
Rn. Soit f : A → R une fonction à valeurs réelles définie et bornée sur A.
Considérons l’extension de f sur Rn (notée aussi par f) définie par f(x) = 0

si x ∈ Rn \ A. Soient C
(i)
k les pavés du pavage dyadique de Rn d’ordre k.

Notons que |C(i)
k | =

( 1
2k

)n
. Soient

sk(f) =
∑

i |C
(i)
k | inf

C
(i)
k
f

et
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Sk(f) =
∑

i |C
(i)
k | sup

C
(i)
k
f ,

les sommes de Darboux, où inf
C

(i)
k
f est la plus grande borne inférieure de f

sur C
(i)
k et sup

C
(i)
k
f la plus petite borne supérieure de f sur C

(i)
k . Sk(f) et

sk(f) sont des sommes finies. Notons que

(mes I) · inf f ≤ sk(f) ≤ Sk(f) ≤ (mes I) · sup f.

En plus (Sk(f)) est une suite décroissante, et (sk(f)) une suite croissante.
Donc les limites s(f) = limk→∞ sk(f) et S(f) = limk→∞ Sk(f) existent. Si
s(f) = S(f), alors on dit que f est intégrable au sens de Riemann sur A,
(f ∈ R(A)) et on note
s(f) =

∫
A f(x)dx resp. s(f) =

∫
A f(x1, · · · , xn)d(x1, · · · , xn).

Considérons l’extension fI de f définie sur I par fI(x) = 0 si x ∈ I \ A et
fI(x) = f(x) si x ∈ A. Alors on voit que fI ∈ R(I) ⇐⇒ f ∈ R(A) et que∫

A f(x)dx =
∫

I fI(x)dx.

Pour A ⊆ Rn on note la fonction caractéristique de A par 1A; i.e. 1A(x) =
1 ⇐⇒ x ∈ A et 1A(x) = 0 ⇐⇒ x ∈ Rn \ A.

Théorème 3.1. — Soit A ⊆ Rn borné. Alors A est mesurable au sens de
Jordan ⇐⇒ 1A ∈ R(A). Dans ce cas

∫
A 1dx = mes A.

Théorème 3.2. — Soit A ⊆ Rn borné et f : A → R une fonction bornée.
Alors

f ∈ R(A) ⇐⇒ ∀ε > 0 ∃k : |Sk(f)− sk(f)| < ε.

Théorème 3.3. — Soit A ⊆ Rn mesurable. Alors chaque fonction continue
et bornée sur A est intégrable. En particulier, on a que chaque fonction
continue sur un pavé est intégrable.

Mais Attention Dans le cas où A n’est pas mesurable, il existe un tas de
fonctions continues et bornées sur A qui ne sont pas intégrables; p.ex. chaque
fonction constante non nulle n’est pas dans R(A).

Proposition 3.4 (Propriétés). — Soit A ⊆ Rn mesurable. Alors on a:

(1) Si mesA = 0, alors
∫

A fdx = 0 ∀f bornée sur A.

(2) inf
x∈A

f(x) mesA ≤
∫

A

f(x)dx ≤ sup
x∈A

f(x) mesA, si f est intégrable sur A.

(3) f, g ∈ R(A), f ≤ g =⇒
∫

A f(x)dx ≤
∫

A g(x)dx.

(4) f, g ∈ R(A), λ, µ ∈ R =⇒ λf + µg ∈ R(A) et∫
A (λf(x) + µg(x)) dx = λ

∫
A f(x)dx+ µ

∫
A g(x)dx.

(5) Soient A ⊆ Rn et B ⊆ Rn mesurables avec A ∩ B = ∅ et f : A ∪ B → R
une fonction bornée. Alors f ∈ R(A ∪B) ⇐⇒ f ∈ R(A) et f ∈ R(B) et



7∫
A∪B f dx =

∫
A f dx+

∫
B f dx.

(6) I ⊆ Rn pavé, f : I → R, m ≤ f ≤ M , Φ : [m,M ] → R Lipschitz (i.e.
∃L > 0,∀s, t ∈ [m,M ] : |Φ(s)− Φ(t)| ≤ L|s− t|). Alors

f ∈ R(I) =⇒ Φ ◦ f ∈ R(I).

(7) f, g ∈ R(A) =⇒ f · g ∈ R(A) et si |g| ≥ δ > 0 sur A, alors f/g ∈ R(A).

(8) f, g ∈ R(A) =⇒ max{f, g} et min{f, g} ∈ R(A).

(9) f ∈ R(A) =⇒ |f | ∈ R(A) et |
∫

A fdx| ≤
∫

A |f |dx.
(10) I pavé, f ∈ C(I), f ≥ 0 mais f 6≡ 0, alors

∫
I f(x)dx > 0.

(11) I pavé, f, p ∈ R(I), f ∈ C(I), p ≥ 0. Alors ∃x0 ∈ I◦ tel que∫
I

f(x)p(x)dx = f(x0)

∫
I

p(x)dx;

en particulier ∃x0 ∈ I◦:
1

|I|

∫
I

f(x)dx = f(x0)

(théorème de la valeur moyenne du calcul intégral).

Le théorème principal est le suivant:

Théorème 3.5. — (Critère d’intégrabilité de Lebesgue)
I ⊆ Rn pavé, f : I → R bornée. Alors f ∈ R(I) ⇐⇒ l’ensemble D(f) des
points de discontinuité de f est négligeable.

Exemple: Soit A ⊆ Rn bornée, A ⊆ I, I pavé. Considérons la fonction
f(x) = 1 si x ∈ A et f(x) = 0 si x ∈ I \A. Il est clair que D(f) = ∂A. Donc
f ∈ R(I) ⇐⇒ ∂A est négligeable . Mais ceci est équivalent à ce que A est
mesurable.

Proposition 3.6. — i) Soit N ⊆ Rn mesurable. Supposons que N soit
négligeable et soit f : N → R bornée. Alors f ∈ R(N) et

∫
N f(x)dx = 0.

ii) Soit D ⊆ Rn borné, f ∈ R(D), g : D → R borné. Supposons que
f(x) = g(x) ∀x ∈ D \ N où N ⊆ D est négligeable et mesurable. Alors
g ∈ R(D) et

∫
D f(x)dx =

∫
D g(x)dx.

4. L’intégrale de Riemann: 2me approche

Au lieu du pavage dyadique on aurait pu procéder de la façon suivante:
Soit I un pavé dans Rn, f : I → R borné, prolongé par 0 en dehors de I, et
Q = {Ij : j = 1, . . . , N} une décomposition de I avec des pavés Ij et ξj ∈ Ij
(Ij s’appelle aussi “une cellule” de Q.) Posons

σQ(f) =
N∑

j=1

f(ξj) |Ij|

(somme de Riemann) et ξ = (ξ1, . . . , ξN).
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Théorème 4.1. — f ∈ R(I) ⇐⇒ ∃F ∈ R ∀ε > 0 ∃δ > 0 tel que
|F − σQ(f)| < ε pour toute décomposition (Q, ξ) de I avec
maxj=1,...,N diam Ij ≤ δ. F est alors l’intégrale

∫
I fdx de f sur I.

Corollaire 4.2. — Si f ∈ R(I) , I pavé, alors
∫

I f(x)dx = limm σQm
(f)

pour toutes suites (Qm, ξ
(m)) de décompositions de I avec maxj=1,...,Nm

diam I
(m)
j →

0 si m→∞.

Corollaire 4.3. — Soit A ⊆ Rn borné et f ∈ R(A). Alors
∫

A f(x)dx =

limk→∞
∑

i |C
(i)
k | f(ζ i

k), avec ζ i
k ∈ C

(i)
k ∩ A, où C

(i)
k sont les pavés du pavage

dyadique de Rn d’ordre k

Exemples
f(x, y) = xe−y, I = [0, 1]× [0, 1], cellules

Qj,k =

{
(x, y) ∈ R2 :

j

n
≤ x ≤ j + 1

n
,
k

n
≤ y ≤ k + 1

n

}
,

j, k = 0, . . . , n − 1. Soit Q =
⋃n−1

j,k=0Qj,k et ξj,k = (j+1
n , k

n). Notons que
supQj,k

f = f(ξj,k), car f(·, y) est croissante ∀y fixé et f(x, ·) est décroissante
∀x fixé.

σQ(f) =
n−1∑
j,k=0

(
1

n
× 1

n
)f(ξj,k) =

n−1∑
j,k=0

1

n2

(
j + 1

n

)
e−k/n =

=
1

n3

n−1∑
j=0

(j + 1)
n−1∑
k=0

e−k/n =
1

n3

n(n+ 1)

2

(e−
1
n )n − 1

e−
1
n − 1

=

=
e−1 − 1

n(e−
1
n − 1)

n+ 1

2n
→ −1

2
(e−1 − 1).

Ainsi
∫

I f(x, y)d(x, y) = −1
2(e

−1 − 1).

5. Théorème de Fubini, réduction du nombre des variables

Théorème 5.1. — (Théorème de Fubini) Soient I ⊆ Rp et J ⊆ Rq des
pavés, n = p + q,K = I × J ⊆ Rn (K est aussi un pavé). Soit f : K → R
bornée. Supposons que

1) f ∈ R(K),

2) ∀x ∈ I :
∫

J f(x, y)dy existe,

3) ∀y ∈ J :
∫

I f(x, y)dx existe.

Alors ∫
K

f(x, y)d(x, y) =

∫
I

(∫
J

f(x, y)dy

)
dx =

∫
J

(∫
I

f(x, y)dx

)
dy

(formule des intégrales itérées.)
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Attention L’existence d’une/des intégrales itérées n’implique pas l’existence
de l’intégrale multiple:

Exemple 1) Soit f : K = [0, 1]× [0, 1] → R définie par:

f(x, y) =

{
1 si y ∈ Q
2x si y irrationnel.

Alors
a)∀y ∈ [0, 1] l’intégrale

∫ 1
0 f(x, y)dx existe et est égale à 1;

b) l’intégrale itérée
∫ 1

0 (
∫ 1

0 f(x, y)dx)dy existe et est égale à 1;
c) l’intégrale double

∫
K f(x, y)d(x, y) n’existe pas; i.e f /∈ R(K), car f est

continue seulement en (1
2 , y0), 0 ≤ y0 ≤ 1.

2) Soit Dk l’ensemble des nombres décimaux dans [0, 1] de la forme x =
0, a1a2 . . . ak0 . . . , k = 1, 2, . . . et D0 = {0, 1}. Soit D =

⋃
k Dk ×Dk et

f(x, y) =

{
1 si (x, y) ∈ D
0 si (x, y) ∈ K \D.

.

Alors
a) ∀y ∈ [0, 1] l’intégrale

∫ 1
0 f(x, y)dx existe et est égale à 0;

(en effet si x n’est pas un nombre décimal, alors f(x, y) = 0, ∀y ∈ [0, 1], et
si x ∈

⋃
Dk, alors x ∈ Dk pour un k, alors f(x, y) = 1 ⇐⇒ y ∈ Dk.Mais Dk

est un ensemble fini; donc y 7→ f(x, y) intégrable et
∫ 1

0 f(x, y)dy = 0.)

b)∀x ∈ [0, 1] l’intégrale
∫ 1

0 f(x, y)dx existe et est égale à 0;
c) les intégrales itérées existent et∫ 1

0

∫ 1

0
f(x, y)dxdy =

∫ 1

0

∫ 1

0
f(x, y)dydx = 0;

d) l’intégrale double
∫

K f(x, y)d(x, y) n’existe pas; i.e f /∈ R(K), car chaque
pavé contient des points où f prend les valeurs 0 et 1; donc sk(f) = 0 et
Sk(f) = 1.

Exemple K = [0, 1]×[0, 1], I = J = [0, 1], f(x, y) = xe−y (n = 2, p = q = 1).
Alors f ∈ C(K); K pavé. Donc f ∈ R(K). Fubini:∫

K

f(x, y)d(x, y) =

∫
J

(∫
I

xe−ydx

)
dy =∫ 1

0
e−y

(∫ 1

0
xdx

)
dy =

∫ 1

0
e−y

[
1

2
x2
]1

0
dy =

=

∫ 1

0
e−y 1

2
dy =

1

2
[−e−y]10 = −1

2
(e−1 − 1).

Théorème 5.2. — (Théorème de Fubini, version spéciale)
Soit A′ ⊆ Rn−1 mesurable, et Φ et Ψ deux fonctions réelles continues et
bornées sur A′ tq Φ(x′) ≤ Ψ(x′) ∀x′ ∈ A′.
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Soit A = {(x′, xn) ∈ Rn : x′ ∈ A′,Φ(x′) ≤ xn ≤ Ψ(x′)}.
Alors A est mesurable et∫

A f(x)dx =
∫

A′

(∫ Ψ(x′)
Φ(x′) f(x′, xn)dxn

)
dx′

pour tout f bornée et continue sur A.

Exemples • Soit f(x, y) = x2 + y et A le triangle formé par les points
(0, 0), (1, 1) et (0, 1). Montrer que A est mesurable, que f ∈ R(A) et calculer
I =

∫
A f(x, y)d(x, y).

i) Pour montrer que A est mesurable, il faut montrer que ∂A est négligeable.
Mais ∂A est la réunion des trois graphes Gj définies par

G1 = {(x, x) : 0 ≤ x ≤ 1},
(graphe de la fonction identitée),

G2 = {(x, 1) : 0 ≤ x ≤ 1}
(graphe de la fonction constante x 7→ 1) et le graphe G3 de la fonction
constante y 7→ 0 (attention: G3 n’est pas le graphe d’une fonction de variable
x).
Les graphes de fonctions continues sur des intervalles sont des ensembles
négligebales; donc = ∂A = G1 ∪G2 ∪G3 est négligeable.
ii) A mesurable, f continue et bornée sur A, donc f ∈ R(A).
iii) Hypothèses de Fubini sont donc satisfaites.

Figure 5. integration verticale et horizontale

1re méthode: (intégration verticale d’abord) I =
∫ x=1

x=0

(∫ y=1
y=x (x2 + y)dy

)
dx =∫ x=1

x=0

(
[x2y + 1

2y
2]1y=x

)
dx =

∫ 1
0 (x2 + 1

2 − x3 − 1
2x

2)dx =
∫ 1

0 (1
2x

2 − x3 + 1
2)dx =

(1
6x

3 − 1
4x

4 + 1
2x)
∣∣1
0=

5
12 .

2e méthode: (intégration horizontale d’abord) I =
∫ y=1

y=0

(∫ x=y

x=0 (x2 + y)dx
)
dy =∫ y=1

y=0 (1
3x

3 + yx)
∣∣y
0 dx =

∫ 1
0 (1

3y
3 + y2)dy = 1

12y
4 + 1

3y
3
∣∣1
0 = 5

12 .

• Calculons l’aire de ce triangle: mesA =
∫

A 1d(x, y) =
∫ y=1

y=0

∫ x=y

x=0 1dx dy =∫ 1
0 (y − 0)dy = 1

2y
2
∣∣1
0 = 1

2 .

• Soit B = {(x, y) ∈ R2 : y ≥ 0, y − x + 1 ≥ 0, y2 − x − 1 ≤ 0} et
f(x, y) = cosh x

y+1 , (x, y) ∈ B.

Montrer que B est mesurable, que f ∈ R(B) et calculer I =
∫

B f(x, y)d(x, y).
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0 1 2 3!1!2!3
0

1

2

3

!1

!2

!3

Figure 6. Un domaine dans R2 Figure 7. intégration horizontale

ii) ∂B est négligeable, car c’est la réunion de trois graphes de fonctions
continues f1(x) =

√
x+ 1 − 1 ≤ x ≤ 3, f2(x) = x − 1, 1 ≤ x ≤ 3,

f3(x) = 0,−1 ≤ x ≤ 1 sur des intervalles. Ainsi B est mesurable. En
plus, f est continue et bornée sur B; donc f ∈ R(B).

ii) Fubini. L’ intégration verticale d’abord
∫ (∫

cosh( x
y+1)dy

)
dx ne mêne

à rien, parce qu’on ne peut pas donner explicitement une primitive de la
fonction y 7→ cosh x

y+1 . Donc on n’a pas d’autre choix que d’utiliser d’abord
l’intégration horizontale:

I =

∫ 2

y=0

(∫ y+1

x=y2−1
cosh

x

y + 1
dx

)
dy =

∫ 2

y=0

[
(y + 1) sinh

x

y + 1

]y+1

x=y2−1
dy =

∫ 2

0
(y + 1)(sinh 1− sinh(y − 1))dy = 2e− 4

e
.

• Calculons l’aire de la surface A de R2 délimitée par les courbes y2 =
2px, x2 = 2py (p > 0).
i) Cherchons les bornes d’intégration:

points d’intersections des courbes: x2

2p =
√

2px ⇐⇒ 2px =
(

x2

2p

)2
⇐⇒ x4 =

8p3x⇐⇒ x3 = 8p3 où x = 0 ⇐⇒ x = 2p où x = 0.

ii) A est mesurable, car ∂A est la réunion négligeable des deux graphes
suivants: G1 = {(x, y) : y =

√
2px, 0 ≤ x ≤ 2p} et G2 = {(x, y) : y =

x2/(2p), 0 ≤ x ≤ 2p}.

iii) mes A =
∫

A 1d(x, y) =
∫ x=2p

x=0

(∫ y=
√

2px

y=x2

2p

1 dy

)
dx =

∫ 2p

0 (
√

2px − x2

2p)dx =

4
3p

2.

• Calculons I =
∫

A xyz d(x, y, z) si

A = {(x, y, z) ∈ R3 : 0 ≤ x ≤ 1, 0 ≤ y ≤ z, 0 ≤ z ≤ x}.

On a:
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I =

x=1∫
x=0

z=x∫
z=0

y=z∫
y=0

xyz dydzdx =

x=1∫
x=0

z=x∫
z=0

(
1

2
xzy2)

∣∣y=z

y=0 dzdx =

x=1∫
x=0

z=x∫
z=0

1

2
xz3 dzdx =

x=1∫
x=0

1

8
xz4
∣∣z=x

z=0dx =

1∫
0

1

8
x5dx =

1

48

ou
I =

∫ x=1
x=0

∫ y=x

y=0

∫ z=x

z=y xyz dzdydx =

=
∫ x=1

x=0

∫ y=x

y=0 (xy 1
2z

2)
∣∣z=x

z=y
dydx =

=
∫ x=1

x=0

∫ y=x

y=0 (x3y
2 − xy3

2 )dydx =

=
∫ x=1

x=0 (x3

4 y
2 − x

8y
4)
∣∣y=x

y=0dx =

=
∫ 1

0 (x5

4 −
x5

8 )dx =
∫ 1

0
x5

8 dx = 1
48 .

6. Principe de Cavalieri et volume de corps rotationels

Calcul du volume |B|n+1 :=
∫

B 1 dx d’un corps dans Rn+1 en utilisant la
méthode de Cavalieri:

Figure 8. Principe de Cavalieri

Soit B ⊆ Rn+1 = {(x, z) : x ∈ Rn, z ∈ R} un ensemble quarrable (mesurable
au sens de Jordan) ”coincé” entre les hyperplans z = a et z = b, a < b.
Supposons que ∀z0 ∈ [a, b] l’intersection Bz0

de B avec l’hyperplan z = z0
soit quarrable dans Rn. Alors [a, b] → R, z 7→

∫
Bz

1 dx = |Bz| est intégrable

sur [a, b] et |B|n+1 :=
∫

B 1 d(x, z) =
∫ b

a |Bz|n dz.
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(Découle de Fubini)

Exemple

Figure 9

C est le cylindre {(x, y, z) ∈ R3 : x2 + y2 ≤ 1, 0 ≤ z ≤ R}. Alors

|C|3 =

∫
C

1 d(x, y, z) =

∫ R

z=0

∫
x2+y2≤1

1 dz =

∫ R

0
π dz = πR.

B est une boule de rayon R: La mesure étant invariante par rapport aux
translations, on peut supposer que

B = {(x, y, z) : x2 + y2 + z2 ≤ R2}.

Figure 10

Alors

|B|3 =

∫
B

1 d(x, y, z) =

∫ R

z=−R

∫
x2+y2≤ρ2(z)

1 dz,
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où ρ(z) =
√
R2 − z2. Donc

|B|3 =

∫ R

−R

π(R2 − z2)dz = π

(
zR2 − 1

3
z3
)∣∣∣∣z=R

z=−R

= π(2
(
R3 − 1

3
R3)) =

4

3
πR3.

Calcul du volume d’un corps rotationel dans R3.

Figure 11

Soit r(z) : [a, b] → R continue. Une rotation autour de l’axe des z nous donne
le corps rotationnel

B = {(x, y, z) ∈ R3 :
√
x2 + y2 ≤ r(z), a ≤ z ≤ b}.

Alors B est quarrable et |B|3 = π
∫ b

a r
2(z) dz.

Preuve. — Utiliser Cavalieri: |B|3 =
∫ b

a |Bz| dz, où Bz est un disque de
rayon r(z), donc |Bz|2 = πr2(z).

7. Changement de variables dans les intégrales multiples

Soit P le parallélogramme formé par les vecteurs ~A et ~B dans R2 ( ~A et
~B linéairement indépendants) Alors l’aire de P est mesP = h|| ~B|| =

sin θ‖ ~A‖ ‖ ~B‖, où θ est l’angle entre ~A et ~B. Comme le produit scalaire ~A · ~B
ou
〈
~A, ~B

〉
de deux vecteurs ~A =

(
a1

a2

)
et ~B =

(
b1

b2

)
est lié à θ par la formule

cos θ =

〈
~A, ~B

〉
|| ~A|| || ~B||

,
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Figure 12. parallélogramme

on obtient

mes P = a1b2 − a2b1 = det

(
a1 b1
a2 b2

)
= det( ~A, ~B).

Rappel Soit ~B et ~C des vecteurs dans R3. Alors ~B × ~C (ou ~B ∧ ~C) est le

produit vectoriel de ~B et ~C.
Ceci est l’unique vecteur ~v orthogonal au plan formé par ~B et ~C tel que
{ ~B, ~C,~v, } est de sens direct et ||~v|| = || ~B|| ||~C|| sin θ, où θ est l’angle entre
~B et ~C; notons que si ~B = (b1, b2, b3) et ~C = (c1, c2, c3), alors que

~B × ~C = (b2c3 − c2b3, c1b3 − b1c3, b1c2 − c1b2);

une formule à memoriser en développant le déterminant suivant par rapport
à la première ligne: ∣∣∣∣∣∣

~i ~j ~k
b1 b2 b3
c1 c2 c3

∣∣∣∣∣∣

Figure 13. parallélépipède

Soit Q le parallélépipède formé par les vecteurs ~A, ~B et ~C, où { ~A, ~B, ~C} est
un système libre. Alors le volume de Q est donné par:
mesQ = |h| · ‖ ~B× ~C‖ avec h = ‖ ~A‖ cosψ, où ψ est l’angle formé par ~A et ~n,

la normale au plan formé par les vecteurs ~B et ~C.
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|h| = |
〈
~A,~n
〉
| = | ~A · ~n| (produit scalaire).

Donc: mesQ = ~A ·~n ‖ ~B× ~C‖ = ~A
[
‖ ~B × ~C‖~n

]
︸ ︷︷ ︸

= ~B×~C

= ~A ·( ~B× ~C) = det( ~A, ~B, ~C).

Autre interprétation: Considérons l’application linéaire L : R3 → R3

avec L(1, 0, 0) = ~A, L(0, 1, 0) = ~B, L(0, 0, 1) = ~C. Comme les vecteurs
~A, ~B, ~C sont linéairement indépendants, L est un difféomorphisme linéaire.
L’image du pavé unité C = {(x, y, z) ∈ R3 : 0 ≤ x, y, z ≤ 1} par rapport
à l’application L est le parallélépipède Q ci-dessus. Le volume du pavé
unité est donc multiplié par det( ~A, ~B, ~C). Donc: mesQ =

∫
Q 1d(u, v, w) =∫

C 1 |det( ~A, ~B, ~C)|d(x, y, z) où (u, v, w) = L(x, y, z) et Q = L(C) resp.
C = L−1(Q). Notons aussi que la dérivée L′ de L est la matrice constante

( ~A , ~B , ~C).
On va généraliser cette formule pour des difféomorphismes quelconques.

Théorème 7.1. — (transformation de variables)
Soient U et V deux ensembles ouverts et mesurables dans Rn (en particulier
U et V sont bornés). Supposons que Φ : U → V soit un difféomorphisme
lipschitzien de U sur V , i.e.
∗ Φ = (Φ1, · · · ,Φn) est continûment différentiable sur U , donc Φ ∈
C1(U, V ),
∗ Φ est une bijection dont l’inverse Φ−1 est continûment différentiable sur
V , donc Φ−1 ∈ C1(V, U),
∗ Φ satisfait une condition de Lipschitz, i.e. il existe une constante M ∈ R
tq
‖Φ(x)− Φ(x′)‖ ≤M‖x− x′‖ ∀x, x′ ∈ U .

Alors pour toute fonction f bornée et intégrable sur V , la fonction
(f ◦ Φ)| det Φ′| est intégrable sur U et on a:∫

V f(y)dy =
∫

U(f ◦ Φ)| det Φ′(x)|dx.
En plus, l’image B = Φ(A) d’un ensemble mesurable A ⊆ U est mesurable et
pour toute fonction f bornée et intégrable sur B = Φ(A) on a:∫

B f(y)dy =
∫

A(f ◦ Φ) | det Φ′(x)|dx.

Exemples (1) coordonnées polaires:

Soit U =]0, R[×]0, 2π[ et V = {(r cos θ, r sin θ) : 0 < r < R, 0 < θ < 2π} et
(y1, y2) = Φ(x1, x2) = (x1 cosx2, x1 sin x2). Alors Φ est un difféomorphisme
de U sur V . On a:

Φ′(x1, x2) =

(
cosx2 −x1 sin x2
sin x2 x1 cosx2

)
, | det Φ′(x1, x2)| = x1. Donc:∫

V f(y1, y2)d(y1, y2) =
∫

U f(x1 cosx2, x1 sin x2)x1 d(x1, x2).
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De façon plus commode on écrira pour x1 = r et x2 = θ. En posant x = r cos θ
et y = r sin θ, on obtient donc pour toute fonction continue sur le disque
D = {(x, y) ∈ R2 : x2 + y2 ≤ R} que:∫

D f(x, y)d(x, y) =
∫

]0,R[×]0,2π[ f(r cos θ, r sin θ)r d(r, θ)
Fubini

=
∫ 2π

θ=0

∫ R

r=0 f(r cos θ, r sin θ)rdrdθ.

En particulier pour f ≡ 1 on obtient l’aire du disque D de rayon R:

• mesD =
∫

D d(x, y) =
∫ 2π

θ=0

∫ R

r=0 rdrdθ =
∫ 2π

θ=0
1
2r

2
∣∣R
0 dθ = 1

2R
22π = πR2.

• Calculer I =

∫
x2+y2≤1

(1− x2 − y2)−
1
2d(x, y).

On fait le changement de variables x = r cos θ, y = r sin θ. Alors

I =
∫ 2π

θ=0

∫ 1
r=0

(
1− r2

)− 1
2rdrdθ =

∫ 2π

0 (1− r2)
1
2 (−1

2)2
∣∣∣1
0
dθ = 2π.

coordonnées sphériques

Figure 14. coordonnées sphériques

Soit

xy
z

 =

r cos θ cosϕ
r cos θ sinϕ
r sin θ

 où 0 < r < R, −π
2 < θ < π

2 et 0 < ϕ < 2π.

L’application S qui associe à (r, θ, ϕ) le point (x, y, z) ci-dessus est un
difféomorphisme du pavé ]0, R[× ]− π

2 ,
π
2 [× ]0, 2π[ sur une boule de rayon R

et centrée à l’origine dont on a enlevé un certain demi-disque (voir figure).
Notons que l’image du pavé fermé est la boule fermée.
La jacobienne de S est:
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S ′(r, θ, ϕ) =

cos θ cosϕ −r sin θ cosϕ −r cos θ sinϕ
cos θ sinϕ −r sin θ sinϕ r cos θ cosϕ

sin θ r cos θ 0


Donc detS ′(r, θ, ϕ) = r2 cos θ.
Pour toute fonction f continue sur la boule B = {(x, y, z) ∈ R3 : x2+y2+z2 ≤
R2} on obtient donc avec le théorème de Fubini:∫

B f(x, y, z)d(x, y, z) =

=
∫ 2π

ϕ=0

∫ π
2

θ=−π
2

∫ R

r=0 f(r cos θ cos ϕ,r cos θ sinϕ,r sin θ
)
r2 cos θdrdθdϕ.

Le terme r2 cos θ drdθdϕ s’appelle la différentielle sphérique.

Exemples
• Le volume de la boule B = {(x, y, z) ∈ R3 : x2 + y2 + y2 = R2} est égal à

|B| =
∫

B

1 · d(x, y, z) =

∫ 2π

ϕ=0

∫ π/2

θ=−π/2

∫ R

r=0
1 · r2 cos θ dr dθ dϕ =∫ 2π

ϕ=0

∫ π/2

θ=−π/2
cos θ

R3

3
dθ dϕ =

R3

3

∫ 2π

ϕ=0
[sin θ]

π/2
−π/2dϕ =

2

3
R3
∫ 2π

ϕ=0
dϕ =

4

3
πR3.

•
∫

x2+y2+z2<1
z2d(x, y, z) =

=
∫ 2π

φ=0

∫ π
2

θ=−π
2

∫ 1
r=0(r

2 sin2 θ)r2 cos θ drdθdϕ =

=
∫ 2π

ϕ=0

∫ π
2

θ=−π
2

[1
5r

5
]1
0 cos θ sin2 θ dθdϕ =

= 2π
5

∫ π
2

θ=−π
2
cos θ sin2 θ dθ = 2π

15 [sin3 θ]
π
2

−π
2

= 4π
15 .

Figure 15. coordonnées sphériques, boule translatée

• Calculer I =
∫

B

√
x2 + y2 + z2 d(x, y, z) où

B = {(x, y, z) ∈ R3 : x2 + y2 + z2 < x}.
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On a: B = {(x, y, z) ∈ R3 : (x− 1
2)

2 + y2 + z2 < 1
4}.

Coordonnées sphériques: r2 < r cos θ cosφ ⇐⇒ 0 < r < cos θ cosφ où θ ∈
]− π

2 ,
π
2 [, φ ∈ ]− π/2, π/2].

Donc I =
∫ π/2

φ=−π/2

∫ π
2

θ=−π
2

∫ cos θ cos φ

r=0 rr2 cos θ drdθdφ =

=
∫ π/2

φ=−π/2

∫ π
2

θ=−π
2

[1
4r

4
]cos θ cos φ

r=0 cos θ dθdφ =

= 1
4

∫
φ

∫
θ cos5 θ cos4 φ dθdφ = 1

4

(∫
φ cos4 φdφ

)(∫
θ cos5 θ dθ

)
.

• Calculer le volume de la partie de la boule
x2 + y2 + z2 ≤ a2 incluse dans le cylindre (x− a

2)
2 + y2 ≤ a2

4 .

Figure 16. boule-cylindre Figure 17. base

Déterminons d’abord l’intersection D du cylindre avec le plan xy, d’équation
z = 0:
D = {(x, y) ∈ R2 : (x− a

2)
2 + y2 ≤ a2

4 }.
Pour (x, y) ∈ D on a l’équation de la sphère: z = ±

√
a2 − x2 − y2.

Donc le volume cherché est l’intégrale

I =

∫
D

(∫ √a2−x2−y2

−
√

a2−x2−y2

1 dz
)
d(x, y) =

= 2
∫

D

√
a2 − x2 − y2d(x, y).

Coordonnées polaires: x = r cos θ, y = r sin θ où −π
2 ≤ θ ≤ π

2 .
D : x2 + y2 − ax ≤ 0 ⇐⇒ r2 − ar cos θ ≤ 0 ⇐⇒ 0 ≤ r ≤ a cos θ.

Donc I =
∫ π

2

θ=−π
2

∫ a cos θ

r=0 2
√
a2 − r2rdrdθ =

= 4
∫ π

2

0

∫ a cos θ

r=0 r
√
a2 − r2drdθ =

=
∫ π

2

0

(
−1

24 ·
2
3(a

2 − r2)
3
2

∣∣∣a cos θ

0

)
dθ =

= 4
3a

3(π
2 −

∫ π
2

0 sin3 θdθ) = 4
3a

3(π
2 −

2
3).

Coordonnées elliptiques

Ellipse

{
x = ar cos θ 0 ≤ θ ≤ 2π

y = br sin θ 0 ≤ r ≤ 1
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E = {(x, y) ∈ R2 : x2

a2 + y2

b2 ≤ 1}.
Calculons l’aire de cette ellipse:
mesE =

∫
E 1 d(x, y) =

=
∫ 2π

θ=0

∫ 1
r=0

∣∣∣det

(
∂x
∂r

∂x
∂θ

∂y
∂r

∂y
∂θ

)∣∣∣d(r, θ) =

=
∫ 2π

θ=0

∫ 1
r=0

∣∣∣∣a cos θ −ar sin θ
b sin θ br cos θ

∣∣∣∣ d(r, θ) =

=
∫ 2π

θ=0

(∫ 1
r=0 abrdr

)
dθ = 2π abr2

2

∣∣∣1
0
= πab.

D Intégrales impropres

ex. 1 ”fonctions non bornées”
• r > 0, α > 0, B = {(x, y) ∈ R2 : x2 + y2 ≤ r2}.∫

B
1

‖(x,y)‖αd(x, y) =
∫

B
d(x,y)

(x2+y2)α/2 .

Pour quelles valeurs de α cette intégrale impropre existe?

Soit Bε = {(x, y) ∈ R2 : ε ≤
√
x2 + y2 ≤ r}. La fonction f(x, y) = 1

(x2+y2)α/2

est bornée et continue sur Bε. Alors∫
Bε
f(x, y)d(x, y) =

∫ 2π

θ=0

∫ r

ρ=ε
1
ραρdρdθ =

= 2π
∫ r

ε
1

ρα−1 dρ =

=

{
2π log ρ

∣∣r
ε

si α = 2

2π ρ−α+2

2−α

∣∣r
ε

si α > 2 ou 0 < α < 2

=

{
2π log r

ε si α = 2
2π

2−α

(
r2−α − ε2−α

)
si α > 2 ou 0 < α < 2

ε→0−→{
∞ si α ≥ 2
2π

2−αr
2−α si 0 < α < 2

Conclusion:
∫

B
d(x,y)

(x2+y2)α/2 existe ⇐⇒ 0 < α < 2.

De même:

∫
B(0,r)⊆Rn

· · · · · ·
∫
d(x1, x2, · · · , xn)

‖x‖α
existe ⇐⇒ 0 < α < n.

ex. 2: fonction bornée, domaine d’intégration non borné

• I =

∫
R2

e−(x2+y2)d(x, y) =

= limR→∞

∫
x2+y2≤R2

e−(x2+y2)d(x, y) =

= limR→∞

∫ 2π

θ=0

∫ R

r=0
e−r2

rdrdθ =

= 2π limR→∞
∫ R

0 re−r2

dr = 2π(−1
2) limR→∞ e

−r2
∣∣∣R
0

= π.

Mais on a encore:
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I = lim
R→∞

∫
max{|x|,|y|}≤R

e−(x2+y2)d(x, y)
Fubini
=

limR→∞
∫ R

−R

[∫ R

−R e
−x2−y2

dx
]
dy =

= limR→∞

[∫ R

−R e
−x2

dx
∫ R

−R e
−y2

dy
]

=
(∫∞

−∞ e
−s2

ds
)2

.

Donc
∫

R e
−s2

ds =
√
π et

∫∞
0 e−s2

ds =
√

π
2 .

(Ceci est important pour la théorie des probabilités).

ex. 2 Soit f(x, y) = 1
[1−(x2+y2)]α , α > 0. Alors f est une fonction non bornée

sur le disque unité.∫
x2+y2<1 f(x, y)d(x, y) =

∫ 2π

0

∫ 1
0

1
(1−r2)αrdrdθ

= 2π
∫ 1

0
r

(1−r2)αdr
s=1−r

= 2π
∫ 1

0
1−s

(2−s)α
1
sαds = I.

Comme 1−s
(2−s)α

1
sα ≤ 1

sα et 1−s
(2−s)α

1
sα ≥

1
2

2α
1
sα si 0 < s ≤ 1

2 , on voit que I existe

⇐⇒
∫ 1

0
1
sαds existe. Mais cette dernière intégrale existe si et seulement si

0 < α < 1.

8. Courbes

Définition (1) Soit I = [α, β] ⊆ R un intervalle borné et fermé (donc com-
pact). Un arc, ou chemin, ou une courbe γ dans Rn de classe C1 est l’image
Φ(I) d’une application Φ : I → Rn dont les composantes Φj (j = 1, · · · , n)
sont continûment différentiables. L’application Φ = (Φ1, · · · ,Φn) s’appelle
une paramétrisation ou un paramétrage de γ.
(2) Si une paramétrisation Φ d’une courbe γ satisfait Φ(α) = Φ(β), alors on
dit que γ est une courbe fermée.
(3) Si Φ est injective sur I, i.e. Φ(t1) 6= Φ(t2) pour α ≤ t1 < t2 ≤ β, alors on
dit que γ = Φ(I) est un arc de Jordan.
(4) Si Φ est injective sur [α, β[ et satisfait Φ(α) = Φ(β), alors γ est une
courbe de Jordan (fermée).
(5) Si Φ′ = (Φ′

1, · · · ,Φ′
n) 6= (0, · · · , 0) en chaque point de I, alors on dit que

l’arc γ = Φ(I) est lisse.

ex. • Le cercle Φ(t) = (cos t, sin t), 0 ≤ t ≤ 2π est une courbe de Jordan
(fermée) lisse.
Le cercle parcouru deux fois est paramétrisé p.ex. par:
Φ(t) = (cos t, sin t), 0 ≤ t ≤ 4π.
• l’hélice circulaire: Φ(t) = (cos t, sin t, at), 0 ≤ t ≤M .

Définition Soit Φ : [α, β] → Rn une paramétrisation d’une courbe dans
Rn. En plus, soit J = [α′, β′] un deuxième intervalle et h : J → I un
difféomorphisme de J sur I. Alors l’application Ψ = Φ◦h : J → Rn représente
le même arc (Ψ(J) = Φ(I)). On dit que l’un est obtenu par l’autre par un
changement de paramétrage. Associée à un paramétrage d’un arc γ est un
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sens d’orientation de ce dernier. On dit que Φ(α) est le point initial (point de
départ) et Φ(β) le point terminal de l’arc γ. Donc l’arc γ : [α, β] → Rn, t 7→
Φ(t) est parcouru de Φ(α) à Φ(β). Le sens d’orientation est conservé par
un changement de paramétrage avec h′ > 0. Si on considère le paramétrage
Ψ(t) = Φ(−t + α + β), α ≤ t ≤ β, alors l’arc γ = Φ[α, β] = Ψ[α, β] est
parcouru en sens inverse. On note cet arc par γ− —c’est le chemin inverse.

Définition (1) La longueur d’un arc γ donné par le paramétrage t 7→ Φ(t) =
(Φ1(t), · · · ,Φn(t)) , t ∈ I = [α, β], est donnée par l’intégrale

L(γ) =
∫ β

α ‖Φ
′(t)‖2dt =

∫ β

α

√∑n
j=1 |Φ′

j(t)|2 dt.
(2) Si l’arc est donné par l’équation cartésienne Φ(t) = (t, f(t)), α ≤ t ≤ β,
alors

L(γ) =
∫ β

α

√
1 + ‖f ′(t)‖2

2 dt,
où f = (f1, · · · , fn−1).

(3) Si l’arc γ ⊆ R2 est donné par ses coordonnées polaires, r = r(θ), θ1 ≤
θ ≤ θ2, r ∈ C1[θ1, θ2],alors

L(γ) =
∫ θ2

θ1

√
r2(t) + ṙ2(t)dt.

Dém. (1)

n = 2, Φ(t) = (x(t), y(t)). Soit α = t0 ≤ t1 ≤ · · · ≤ tn = β une subdivision
de [α, β] et posons xj = x(tj) resp. yj = y(tj). Alors

Lj ∼
√

(xj+1 − xj)2 + (yj+1 − yj)2. Donc

L(γ) =
∑
Lj =

∑
(tj+1 − tj)

√(
xj+1−xj

tj+1−tj

)2
+
(

yj+1−yj

tj+1−tj

)2
=

=
∑

(tj+1 − tj)
√

[x′(θj)]2 + [y′(θ̃j)]2.

En passant à la limite max1≤j≤n |tj+1 − tj| → 0, on obtient que

L(γ) =
∫ β

α

√
x′(t)2 + y′(t)2dt.

(3) Φ(θ) =

(
x(θ)
y(θ)

)
=

(
r(θ) cos θ
r(θ) sin θ

)
, Φ′(θ) =

(
ṙ(θ) cos θ − r(θ) sin θ
ṙ(θ) sin θ + r(θ) cos θ

)
=⇒

L(γ) =
∫ θ2

θ1

(
(ṙ2 cos2 θ + r2 sin2 θ − 2rṙ cos θ sin θ) + (ṙ2 sin2 θ + r2 cos2 θ +

2ṙr cos θ sin θ)
) 1

2

dθ =

=
∫ θ2

θ1

√
ṙ2(θ) + r2(θ) dθ.

Remarque: La longueur d’une courbe ne dépend pas de son paramétrage:
Soit h : [α′, β′] → [α, β] homéomorphisme, Ψ = Φ ◦ h et h′ > 0. Alors∫ β′

α′ ‖Ψ
′‖2dt =

∫ β′

α′

√∑n
j=1 |Ψ′

j(t)|2dt =

=
∫ β′

α′

√∑n
j=1[Φ

′
j(h(t))h

′(t)]2dt =
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=
∫ β′

α′

√∑n
j=1[Φ

′
j(h(t))]

2 h′(t)dt

s=h(t)
=

∫ β

α

√∑n
j=1 |Φ′

j(s)|2 ds =
∫ β

α ‖Φ
′‖2ds.

ex • Φ(t) = (r cos t, r sin t), 0 ≤ t ≤ 2π. Alors

L(γ) =
∫ 2π

0

√
[(r cos t)′]2 + [(r sin t)′]2dt = 2πr.

• Cercle parcouru n-fois:
Φ(t) = (r cos t, r sin t), 0 ≤ t ≤ 2nπ. Alors

L(γ) =
∫ 2nπ

0

√
[(r cos t)′]2 + [(r sin t)′]2dt = 2nπr.

Ou, en utilisant une autre paramétrisation:

Φ(t) = (r cosnt, r sinnt), 0 ≤ t ≤ 2π.

L(γ) =
∫ 2π

0

√
[(r cosnt)′]2 + [r sinnt)′]2dt = 2πrn,

• spirale logarithmique: r(θ) = aekθ, k > 0,
θ1 ≤ θ≤ θ2 a > 0.
L(γ) =

∫ θ2

θ1

√
a2e2kθ + a2k2e2kθdθ =

= a
∫ θ2

θ1

√
(1 + k2)e2kθdθ = a

√
1 + k2

∫ θ2

θ1
ekθdθ =

= a
√

1 + k2 [1
ke

kθ]θ2

θ1
= a

k

√
1 + k2(ekθ2 − ekθ1) → a

k

√
1 + k2ekθ2 si θ1 → −∞.

• Φ(t) = (2t, t2), 0 ≤ t ≤ 1. Posons y(t) = t2, x(t) = 2t. Alors y(t) =(
x(t)
2

)2
. Equation cartésienne de la courbe: y = x2

4 , 0 ≤ x ≤ 2.

L(γ) =
∫ 2

0

√
1 + y′2(x)dx =

∫ 2
0

√
1 + x2

4 dx

ou bien
L(γ) =

∫ 1
0

√
[(2t)′]2 + [(t2)′]2dt =

∫ 1
0

√
4 + 4t2dt = 2

∫ 1
0

√
1 + t2dt =

√
2 +

log(1 +
√

2).

Définition Soit Φ : [α, β] → Rn une courbe lisse; i.e Φ ∈ C1([α, β]) et
Φ′ 6= 0. Pour α ≤ t0 ≤ β posons s(t0) = L(Φ([α, t0])). Alors s s’appelle
l’abscisse curviligne.
On a:
s(t0) =

∫ t0
α ‖Φ′(t)‖2dt.

C’est une fonction strictement croissante, et continûment différentiable sur
[α, β]. En plus, s′(t) = ‖Φ′(t)‖2 > 0. Donc l’inverse de s, notée par g, existe
sur l’intervalle [0, L(γ)] et g′(S) = 1

s′(g(S)) = 1
‖Φ′(t)‖2 pour t = g(S) ⇐⇒ S =

s(t). Notons que g ◦ s = s ◦ g = id.
Considérons l’application Ψ : [0, L(γ)] → Rn, s 7→ Φ(t0) si t0 est choisi tq
s(t0) = s. Notons que t0 = g(s). Donc Ψ(s) = Φ(g(s)). On appelle ψ la
paramétrisation de la courbe γ par rapport à l’abscisse curviligne s.

Ψ(0) = Φ(g(0)) = Φ(α), Ψ(L(γ)) = Φ(g(L(γ))) = Φ(β).
On a : ‖Ψ′(s)‖2 = 1 parce que:
Ψ′(s) = (Φ ◦ g)′(s) = Φ′(g(s))g′(s) = Φ′(g(s)) 1

‖Φ′(g(s))‖2 .
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En particulier on a: L(Ψ([0, s])) =
∫ s

0 ‖Ψ
′(σ)‖2dσ =

∫ s

0 1dσ = s.
ex. • Le cercle: Φ(t) = (cos t, sin t), 0 ≤ t ≤ 2π. Alors

s(t0) =
∫ t0

0 ‖Φ′(t)‖2dt =
∫ t0

0

√
(− sin t)2 + (cos t)2dt = t0;

donc ce paramétrage du cercle (avec l’angle en radian) est déjà le paramétrage
par rapport à l’abscisse curviligne.

• Déterminer le paramétrage de Φ(t) =

( 1
2t

2

4
3(1 + t)3/2

)
,

0 ≤ t ≤ 1, par rapport à l’abscisse curviligne:

y(x) = 4
3(1 +

√
2x)3/2, 0 ≤ x ≤ 1

2 , est la représentation cartésienne de la
courbe.

s(t0) =
∫ t0

0

√
t2 + [2(1 + t)

1
2 ]2dt =

∫ t0
0

√
t2 + 4t+ 4dt =

∫ t0
0 (t + 2)dt = 1

2t
2
0 +

2t0.
L(γ) = s(1) = 5

2 . Calculons l’inverse g de s(t):

s = 1
2t

2 + 2t⇐⇒ t2 + 4t− 2s = 0 ⇐⇒ t = −2±
√

2s+ 4. Comme t ≥ 0, on

voit que g(s) = −2 +
√

2s+ 4, 0 ≤ s ≤ 5
2 . Donc:

Ψ(s) = Φ(g(s)) =

 4 + s− 2
√

4 + 2s

4
3

(
1 +

(
−2 +

√
4 + 2s

)) 3
2

.

On a: ‖Ψ′(s)‖2 = 1 ∀s ∈ [0, 5
2 ]; vérifier !

II Intégrales curvilignes

• Soit γ un arc dans Rn et soit f : γ → R une fonction continue sur γ =
Φ([α, β]), Φ ∈ C1([α, β]). Comme f est bornée, on peut définir l’intégrale
curviligne, type premier

I1 =
∫

γ fds =
∫ β

α f(Φ(t))‖Φ′(t)‖2dt.

ds s’appelle la différentielle curviligne et on a:
ds = ‖Φ′(t)‖2 dt.

Interprétation géométrique dans R2:

I1 est l’aire de la surface S, donnée par le graphe de f si f ≥ 0:
S = {

(
x(t), y(t), f(x(t), y(t))

)
: α ≤ t ≤ β}.

• intégrale curviligne du deuxième type: (intégration de champs vectoriels
définis sur des courbes)
Soit γ une courbe dans Rn donnée par le paramétrage Φ(t) = (Φ1(t), · · · ,Φn(t)), Φj ∈
C1([α, β]) et soit f : γ → Rn une fonction (ou un champ) vectorielle définie
sur l’arc γ avec valeurs dans Rn . Supposons que f = (f1, · · · , fn) soit
continue. Pour x = (x1, · · · , xn) et dx = (dx1, · · · , dxn) on définit:∫

γ f(x) · dx =
∫

γ

∑n
j=1 fjdxj =

=
∫ β

α

∑n
j=1 fj(Φ(t))Φ′

j(t)dt.
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Interprétation en physique:
∫

γ f(x) · dx désigne le travail effectué par un

point soumis en chaque point x de γ à une force f(x) lorsqu’il parcourt
l’arc γ (électron dans un champ électrique, point de masse dans un champ
gravitationnel....)

Remarque (1) Les intégrales curvilignes ne dépendent pas du paramétrage
de la courbe donnée si h′ > 0.
(2) L’intégrale curviligne du deuxième type change de signe si on intègre sur
le chemin inverse:∫

γ− f(x) · dx = −
∫

γ f(x) · dx.

ex. • Soit γ donnée par Φ(t) =
(

t2

t−1

)
, 0 ≤ t ≤ 1, et

f(x, y) =
(

x2y
x+y

)
=
(
f1(x,y)
f2(x,y)

)
, où (x, y) ∈ γ.

Notons que la courbe est une parabole déquation cartésienne x = (y+1)2, 0 ≤
x ≤ 1 resp. y =

√
x− 1. Alors pour x(t) = t2 et y(t) = t− 1 on obtient:

dx = 2tdt et dy = 1dt. Donc∫
γ f(x, y) · d(x, y) =

∫
γ(f1dx+ f2dy) =

=
∫ 1

0

[
t4(t− 1)2t+ (t2 + t− 1)1

]
dt = − 5

42 .

Définition Soit U ⊆ Rn un ouvert et f = (f1, · · · , fn) un champ vectoriel sur
U . Une fonction réelle F : U → R est appellée primitive ou potentiel de f si F
est différentiable et satisfait gradF = f sur U , i.e. ∂F

∂xj
= fj, (j = 1, · · · , n).

Remarque Comme dans le cas d’une variable, toutes les primitives sont
données par F + c, où c est une constante. Mais contrairement au cas d’une
variable, il existe des champs f = (f1, · · · , fn) de fonctions continues sur U
qui n’ont pas de potentiel.

ex. • U = R3 \ {(0, 0, 0)},
f(x, y, z) = (− x

r3 ,− y
r3 ,− z

r3 ), où x2 + y2 + z2 = r2. On vérifie aisément que

F (x, y, z) = 1√
x2+y2+z2

= 1
r est un potentiel de f .

Théorème 8.1. — (1) Soit U ⊆ Rn un ouvert et f = (f1, · · · , fn) un
champ continu sur U . Alors les assertions suivantes sont équivalentes:
(i) f admet un potentiel F sur U .
(ii)

∫
γ f(x) · dx ne dépend que des points initiaux et terminaux des courbes γ

dans U , i.e. si a, b ∈ U et si γ1 et γ2 sont deux courbes joignant a et b dans
U , (i.e. Φ1(α) = Φ2(α) = a et Φ1(β) = Φ2(β) = b), alors

∫
γ1
f(x) · dx =∫

γ2
f(x) · dx.

(iii)
∫

γ f(x) · dx = 0 pour toute courbe fermée.

(2) Supposons que U est connexe par arcs (i.e. si ∀a, b ∈ U il existe un arc
γa,b dans U joignant a et b), et que (ii) ou (et) (iii) est satisfait. Alors une
primitive est donnée par:

F (x) =
∫

γa,x
f(y) · dy où a ∈ U est fixé.
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(3) Si F est une primitive du champ continu f , alors
∫

γ f(x) · dx = F (b) −
F (a), où a = Φ(α) est le point initial et b = Φ(β) le point terminal de l’arc
γ = Φ([α, β]).

Théorème 8.2. — conditions nécessaires explicites
Soit U ⊆ Rn un ouvert, f = (f1, · · · , fn) un champ sur U tq fj ∈ C1(U), (j =
1, · · · , n). Supposons que f admet une primitive sur U . Alors on a:

∂fj

∂xk
= ∂fk

∂xj
(j, k = 1, · · · , n)

(Ce sont les conditions d’intégrabilité).

Dém. Soit F : U → R une primitive de f , i.e. grad F = f . Alors ∂F
∂xj

= fj.

Donc, d’après Schwarz:
∂fj

∂xk
= ∂2F

∂xj∂xk
= ∂2F

∂xk∂xj
= ∂fk

∂xj
.

(Notons que fj ∈ C1(U) implique que F est de classe C2.)
Remarque: Les conditions d’intégrabilité ne sont pas suffisantes pour que f
admet une primitive (voir l’exemple plus tard). On a besoin d’une condition
géométrique sur le domaine U :

Théorème 8.3. — Soit U ⊆ Rn un ouvert convexe, (i.e. ∀a, b ∈ U , le
segment [a, b] = {tb+ (1− t)a : 0 ≤ t ≤ 1} ⊆ U), et soit f = (f1, · · · , fn) un
champ tq

(1) f ∈ C1(U,Rn)

(2)
∂fj

∂xk
= ∂fk

∂xj
(j, k = 1, · · · , n)

Alors f admet un potentiel sur U .

Pour n = 3 et U = R3 on a les équivalences suivantes:
Un champ f = (A,B,C) ∈ C1(R3,R3) a un potentiel ⇐⇒ rotf = 0, où rot f
est le rotationel de f défini par:

rot f = ∇× f = (∂C
∂y −

∂B
∂z ,

∂A
∂z −

∂C
∂x ,

∂B
∂x −

∂A
∂y ).∣∣∣∣∣∣

i j k
∂
∂x

∂
∂y

∂
∂z

A B C

∣∣∣∣∣∣.
ex. • U = R2, f(x, y) = (2xy + 1, x2).
Est-ce que f admet un potentiel sur R2?
(0) R2 est convexe
(1) f ∈ C1(R2,R2)

(2) ∂(2xy+1)
∂y = 2x

!
= ∂x2

∂x .

Calcul du potentiel:

gradF = f ⇐⇒
{
Fx = 2xy + 1 (i)
Fy = x2 (ii)

(i)
=⇒ F (x, y) = x2y+ x+C(y) =⇒ Fy =

x2 + C ′(y)
(ii)
= x2 ⇐⇒ C ′(y) = 0 ⇐⇒ C(y) = C.
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D’où F (x, y) = x2y + x+ C sont toutes les primitives de f sur R2.
vérifier!

• U = R2 \ {(0, 0)}, f(x, y) =
(

−y
x2+y2 ,

x
x2+y2

)
= (f1, f2).

Est-ce que f possède un potentiel dans U?

∗ ∂f1

∂y = −(x2+y2)+y(2y)
(x2+y2)2 = y2−x2

(x2+y2)2 ,
∂f2

∂x = x2+y2−x(2x)
(x2+y2)2 = y2−x2

(x2+y2)2 , donc ∂f2

∂x = ∂f1

∂y .

∗ Nous ne pouvons pas appliquer le théorème 7.3 parce que U n’est pas
convexe.

∗ Sur le cercle unité Φ(t) = (cos t, sin t), 0 ≤ t ≤ 2π on a:∫
γ f(x, y) · d(x, y) =

∫
γ f1dx+ f2dy =

=
∫ 2π

0

[
f1(cos t, sin t)(− sin t) + f2(cos t, sin t) cos t

]
dt =

=
∫ 2π

0 (sin2 t+ cos2 t)dt = 2π 6= 0,
donc, d’après théorème 7.1 f n’admet pas de primitive sur U .
∗ Cependant, si U ′ est le demi-plan droite, i.e. U ′ = {(x, y) ∈ R2 : x > 0},
alors f admet une primitive sur U ′, car U ′ est convexe et les conditions
d’intégrabilité sont satisfaits.

Calculons cette primitive: Fx = −y
x2+y2 , Fy = x

x2+y2 . Donc F (x, y) =∫ −y
x2+y2dx =

∫ −y

x2
(
1+( y

x)
2
)dx =

∫ 1
1+( y

x)
2

(
− y

x2

)
dx = arctan y

x + C(y).

Comme Fy = 1
1+( y

x)
2

1
x + C ′(y)

!
= x

x2+y2 , on déduit que C ′(y) = 0. Donc

arctan y
x + C, où C est une constante, sont toutes les primitives de f sur U ′.

9. Intégrales de surfaces

Rappel: Jusqu’ici: • Intégrales curvilignes
(γ courbe dans Rn, paramétrisée par Φ(t) = (Φ1(t), · · · ,Φn(t))):

(I) I =
∫

γ f ds =
∫ β

α f(Φ(t)) ‖Φ′(t)‖n dt
où f : γ → R est continue.

(II) I =
∫

γ
~f(x) · dx =

∑n
j=1

∫
γ fj(x)dxj,

où ~f = (f1, · · · , fn) : γ toRn est continue et dxj = Φ′
j(t)dt.

• intégrales multiples: (V mesurable dans Rn):∫
V f(x) dx, f : V → R bornée et continue.

Définition Soit D ⊆ R2 un domaine délimité par une courbe fermée C1

de Jordan. L’image S = Φ(D) d’une application Φ : D → R3 s’appelle
surface non dégénérée si:

(1) Φ = (Φ1,Φ2,Φ3) ∈ C1(D,R3) ∩ C(D,R3),
(2) Φ injective,
(3) le rang de la matrice jacobienne JΦ = Φ′ est égal à 2 dans D (Notons que
JΦ ∈M(3× 2; R).
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ex. • D = {(u, v) ∈ R2 : u2 + v2 < R2},
S = Φ(u, v) = (u, v,

√
R2 − u2 − v2), (u, v) ∈ D

Donc S est la demi-sphère de rayon R
{(x, y, z) ∈ R3 : x2 + y2 + z2 = R2, z > 0}.
A Calcul de l’aire d’une surface dans R3

Rappel: l’aire du parallélogramme donné par les vecteurs ~a et ~b dans R3 est
la norme euclidienne du produit vectoriel ~a×~b.
Considérons le plan tangentiel à la surface S au point P = Φ(u0, v0) =
(x0, y0, z0) donné par sa représentation paramétrique
T (λ, λ′) = P + λΦu(u0, v0) + λ′Φv(u0, v0), λ, λ′ ∈ R.
L’aire du parallélogramme ci dessus est ainsi:
‖Φu × Φv‖.
On définit donc l’aire de la surface S par

A(S) =
∫

D ‖Φu × Φv‖ d(u, v).
Si Φ(u, v) = (u, v, f(u, v)) est une représentation cartésienne d’une surface
S, on a:

‖Φu × Φv‖ =
√

1 + f 2
u + f 2

v (∗)
Preuve de (∗): Φu = (1, 0, fu), Φv = (0, 1, fv). Donc:

Φu × Φv =

∣∣∣∣∣∣
~i ~j ~k
1 0 fu

0 1 fv

∣∣∣∣∣∣ = (−fu,−fv, 1). Ainsi

‖Φu × Φv‖ =
√

1 + f 2
u + f 2

v .

Exemple Demi-sphère S: (u, v,
√
R2 − u2 − v2) = Φ(u, v), u2 + v2 < R2 =⇒

‖Φu×Φv‖ =

√
1 +

(
−u√

R2 − u2 − v2

)2

+

(
−v√

R2 − u2 − v2

)2

=

√
1 +

u2 + v2

R2 − u2 − v2 =√
R2

f 2(u, v)
=

R

f(u, v)
.

Donc A(S) =

∫
u2+v2<R2

R

f(u, v)
d(u, v) =

=
∫ 2π

θ=0

∫ R

r=0
R√

R2−r2
r drdθ = −2πR(R2 − r2)1/2

∣∣∣R
0

= 2πR2.

Donc l’aire de la sphère de rayon R est 4πR2.

B Intégrale de surface

Définition Soit Φ : D → R3, S = Φ(D) une surface non dégénérée, et
f : S → R une fonction continue et bornée. Alors∫

S fdσ :=
∫

D f
(
Φ(u, v)

)
‖Φu × Φv‖d(u, v)︸ ︷︷ ︸

dσ

.

En particulier, si f ≡ 1, on obtient l’aire de la surface S.
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C Théorèmes du calcul intégral

Le premier résultat nous donne une formule de transformation d’une intégrale
dans R2 en une intégrale curviligne.

Théorème 9.1. — théorème de la divergence de Gauss-Ostrogradskii dans
R2

Soit D un ouvert connexe par arcs (i.e. ∀P,Q ∈ D, ∃ une courbe dans D
joignant P avec Q) tel que la frontière ∂D de D soit une réunion de n courbes
de Jordan fermées, disjointes 2 à 2, et continûment différentiables. Supposons
que ces courbes γ1, · · · , γm soient orientées de telle façon que le domaine
se trouve à gauche du sens de parcours. Soit f = (f1, f2) : Ω → R2 un
champ vectoriel continûment différentiable dans un voisinage Ω de D et soit
div f = ∂f1

∂x + ∂f2

∂y la divergence de f ; i.e. la trace de la Jacobienne Jf de f .
Alors ∫

D

div f d(x, y) =

∫
∂D

f · nds =
m∑

j=1

∫
γj

f · nds,

où n est la normale unitaire extérieure le long des courbes γj et ds est
l’abscisse curviligne.

−−−−−−−−−−−
Soit Φ = (Φ1,Φ2) une paramétrisation d’une de ces courbes orientées γj.
Alors (Φ′

1,Φ
′
2) est le vecteur directeur de la tangente à γj. En plus, n =

(Φ′
2,−Φ′

1)

‖(Φ′
2,−Φ′

1)‖2
=

(
Φ′

2√
Φ′2

1 + Φ′2
2

,− Φ′
1√

Φ′2
1 + Φ′2

2

)
est la normale unitaire à γj.

Supposons que Γ = Φ([α, β]). Alors pour f = (f1, f2) on obtient:∫
Γ f · n ds =

=
∫ β

α

(
f1(Φ(t)) Φ′

2√
Φ′2

1 +Φ′2
2

+ f2(Φ(t)) −Φ′
1√

Φ′2
1 +Φ′2

2

)
‖Φ′(t)‖2 dt =

=
∫ β

α

(
f1(Φ(t))Φ′

2(t)− f2(Φ(t))Φ′
1(t)
)
dt =

=
∫

Γ f1dy − f2dx

où dx = Φ′
1(t)dt et dy = Φ′

2(t)dt.

Corollaire 9.2. — (formules de Green-Riemann)
Soit D ⊆ R2 un domaine comme dans le théorème 9.1 et soit P,Q : Ω ⊇
D → R des fonctions réelles continûment différentiables dans un voisinage
de D. Alors ∫

∂D

Pdx+Qdy =

∫
D

(
∂Q

∂x
− ∂P

∂y

)
d(x, y).

Dém. Choisir f = (−Q,P ) dans le théorème 9.1:
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∂D(−Qdy − Pdx) =

∫
D(−Qx + Py)d(x, y).

Corollaire 9.3. — (1) Soit D un domaine dans R2 délimité par une courbe
de Jordan, fermée et continûment différentiable. Alors l’aire de D est donnée
par:

mesD =
1

2

∫
∂D

xdy − ydx,

la courbe étant orientée positivement (=sens contraire d’une montre).

(2) Si un arc de Jordan Γ est donnée par les coordonnées polaires r =
r(θ), θ0 ≤ θ ≤ θ1, alors l’aire de la figure D′ ci-joint est donnée par

mesD′ =
1

2

∫ θ1

θ0

r2(θ)dθ.

Figure 18. aire polaire

Dém (1) mesD =
∫

D 1 d(x, y). Posons Q(x, y) = x et P (x, y) = −y.
Alors, en vue de 9.2:∫

D 1 d(x, y) = 1
2

∫
D( 1︸︷︷︸

Qx

− (−1)︸︷︷︸
Py

)d(x, y) =

= 1
2

∫
∂D(−ydx+ xdy).

(2) x(θ) = r(θ) cos θ, y(θ) = r(θ) sin θ. Donc xdy−ydx =
((
r(θ) cos θ

)(
r′(θ) sin θ+

r(θ) cos θ
))

dθ −
((
r(θ) sin θ

)(
r′(θ) cos θ − r(θ) sin θ

))
dθ =

(
r2(θ) cos2 θ +

r2(θ) sin2 θ
)
dθ = r2(θ)dθ. Ainsi

mesD =
∫

∂D xdy−ydx =
(∫

Γ +
∫

[OA]−
∫

[OB]

)
(xdy−ydx) =

∫ θ1

θ0
r2(θ)dθ+0−0,

car l’angle θ est constante sur les droites [OA] et [OB].

ex.• Calcul de l’aire du secteur S = {reiθ : 0 ≤ r ≤ R, θ0 ≤ θ ≤ θ1}:
mesS = 1

2

∫ θ1

θ0
r2(θ)dθ = 1

2R
2(θ1 − θ0).

Si θ0 = 0 et θ1 = 2π, on obtient l’aire du disque: πR2.

• Soit D le disque unité x2 + y2 ≤ 1 et f(x, y) = (x+y, x2). Calculer de deux
façons différentes

∫
D divf(x, y)d(x, y).
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i)
∫

D divf(x, y)d(x, y) =

=
∫

D

(
∂
∂x(x+ y) + ∂

∂yx
2
)
d(x, y) =

=
∫

D 1 d(x, y) = π.

ii) ∂D, le cercle unité, est paramétrisé par Φ(t) = (cos t, sin t), 0 ≤ t ≤ 2π.
La normale extérieure est donnée par: ( d

dt(sin t),−
d
dt(cos t)). Donc:∫

D divf(x, y)d(x, y) =
∫

∂D f · nds =

=
∫ 2π

0 (cos t+ sin t, cos2 t) · (cos t, sin t)1dt =

=
∫ 2π

0 (cos2 t+ sin t cos t+ cos2 t sin t)dt =

=
∫ 2π

0 cos2 tdt =
∫ 2π

0 (1+cos 2t
2 )dt = π.

• Soit D la couronne

{(x, y) ∈ R2 : 1 ≤ x2 + y2 ≤ 4}

et f(x, y) = (x+ y, x2).
Calculer de deux façons différentes

∫
D divf(x, y)d(x, y).

i)
∫

D divf(x, y)d(x, y) =
∫

D 1d(x, y) = mesD = 4π − π = 3π.

ii) Γ1 : (2 cos t, 2 sin t) 0 ≤ t ≤ 2π,
Γ2 : (cos(2π − t), sin(2π − t)) = (cos t,− sin t) 0 ≤ t ≤ 2π,
(faites attention à l’orientation)
n1 = (cos t, sin t), n2 = (− cos t, sin t). Ainsi
I =

∫
D divf(x, y)d(x, y) =

∫
∂D f · nds =

= (

∫
Γ1

f · nds︸ ︷︷ ︸
I1

+

∫
Γ2

f · nds︸ ︷︷ ︸
I2

)

où
I1 =

∫ 2π

0 (2 cos t+ 2 sin t, 4 cos2 t)(cos t, sin t)2dt = 4π,

I2 =
∫ 2π

0 (cos t− sin t, cos2 t)(− cos t, sin t)dt = −π.

Donc I = I1 + I2 = 3π.

Théorème 9.4. — théorème de la divergence de Gauss-Ostrogradskii dans
R3

Soit V ⊆ R3 un corps “solide” dans l’espace de surface S. Alors sous cer-
taines conditions, on a pour tout champ vectoriel f = (f1, f2, f3) continûment
différentiable dans un voisinage de V la formule∫

V

divf d(x, y, z) =

∫
S

f · n dσ,

où n est la normale unitaire extérieure à la surface S.
Si Φ : D ⊆ R2 → R3, (u, v) 7→ Φ(u, v) est une paramétrisation de S, alors

n =
Φu × Φv

‖Φu × Φv‖2
. Ainsi
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∫
S

f · n dσ =

=
∫

D f(Φ(u, v)) · Φu × Φv

‖Φu × Φv‖2

(
‖Φu × Φv‖2

)
d(u, v) =

=
∫

D f(Φ(u, v)) · (Φu × Φv)d(u, v).

−−−−−−−−−
En d’autres mots, l’intégrale de surface de la composante normale d’un champ
vectoriel f sur une surface S est égale à l’intégrale de la divergence de f prise
dans le volume enclos par la surface.

ex. • Soit V la demi-boule {(x, y, z) ∈ R3 : x2 + y2 + z2 ≤ 1, z ≥
0}, f(x, y, z) = (x, y, z) et soit S la surface de V . S comprend deux parties:

S1 = {(x, y, z) : x2 + y2 + z2 = 1, z ≥ 0} et
S2 = {(x, y, z) : x2 + y2 ≤ 1, z = 0}.
Donc∫

V divf d(x, y, z) =
∫

V 3d(x, y, z) = 3mesV = 3(4
3π13)1

2 = 2π,∫
S f · ndσ =

∫
S1
f · ndσ +

∫
S2
f · ndσ où∫

S1
f · ndσ =

∫
u2+v2≤1 f(u, v,

√
1− u2 − v2)·[

(1, 0, −u√
1−u2−v2

)× (0, 1, −v√
1−u2−v2

)
]
d(u, v) =

=
∫

D(u, v,
√

1− u2 − v2)
(

u√
1−u2−v2

, v√
1−u2−v2

, 1
)
d(u, v) =

=
∫

D

(
u2

√
1−u2−v2

+ v2
√

1−u2−v2
+
√

1− u2 − v2
)
d(u, v) =

=
∫

u2+v2≤1
1√

1−u2−v2
d(u, v) =

∫ 2π

θ=0

∫ 1
r=0

1√
1−r2

rdrdθ = −2π
√

1− r2|10 = 2π et∫
S2
f · ndσ =

∫
u2+v2≤1 f(u, v, 0) · (0, 0,−1)d(u, v) = 0.

Définition Soit f = (f1, f2, f3) un champ vectoriel continûment différentiable
sur un ouvert Ω ⊆ R3. Alors le rotationel de f est le vecteur

rotf = ∇× f =
(

∂f3

∂y −
∂f2

∂z ,
∂f1

∂z −
∂f3

∂x ,
∂f2

∂x −
∂f1

∂y

)
.

Ces coordonnées sont données par le schéma suivant:∣∣∣∣∣∣
~i ~j ~k
∂
∂x

∂
∂y

∂
∂z

f1 f2 f3

∣∣∣∣∣∣.
Théorème 9.5. — théorème de Stokes dans R3

Soit Γ une courbe de Jordan orientée, fermée et continûment différentiable
dans R3 et donnée par la paramétrisation τ : [α, β] → R3. Soit S une surface
non dégénérée dans R3, donnée par le paramétrage Φ : D ⊆ R2 → R3, et dont
le “bord” est égal à la courbe Γ. Supposons que D est un domaine dans R2
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tel que la frontière de D soit une courbe γ de Jordan, fermée et C1, donnée
par la paramétrisation Ψ : [α, β] → R2 tel que que τ = Φ ◦Ψ.

Alors pour tout champ vectoriel f : S → R3, f = (f1, f2, f3) continûment
différentiable dans un voisinage de S, on a la formule:∫

Γ f · (dx, dy, dz) =
∫

Γ f1dx+ f2dy + f3dz =

=
∫

S

(
rotf

)
· n dσ,

où rotf est le rotationel de f et où n est la normale unitaire “extérieure” à
la surface S.

−−−−−−−−−−−
En utilisant les paramétrisations, on obtient:∫

S

(
(rotf) ◦ Φ(u, v)

)
· Φu×Φv

‖Φu×Φv‖ ‖Φu × Φv‖ d(u, v) =

=
∫

S

(
(rotf) ◦ Φ(u, v)

)
·
(
Φu × Φv

)
d(u, v) et∫

Γ f · (dx, dy, dz) =
∫ β

α f(τ(t)) · τ ′(t)dt.
En d’autres mots, l’intégrale curviligne de la composante tangentielle d’un
champ vectoriel f prise le long d’une courbe Γ de Jordan fermée est égale à
l’intégrale de surface de la composante normale de rotf prise sur une surface
quelconque S ayant pour bord la courbe Γ.

ex. • Soit Γ le cercle {(x, y, z) ∈ R3 : x2 + y2 = 1, z = 0} et soit S la
demi-sphère {(x, y, z) ∈ R3 : x2 + y2 + z2 = 1, z ≥ 0}. Alors Γ est le bord
de S. En se propose de vérifier le théorème Stokes pour cette surface S et le
champ vectoriel f(x, y, z) = (y, z, x).

Notons d’abord que S est paramétrisée par:
Φ(u, v) = (u, v,

√
1− u2 − v2), u2 + v2 ≤ 1.

On a rotf =

∣∣∣∣∣∣
• • •
D
∂x

D
∂y

D
∂z

y z x

∣∣∣∣∣∣ = (−1,−1,−1).

Donc
∫

S

(
rotf

)
· n dσ =

=
∫

u2+v2≤1(−1,−1,−1)
(

u√
1−u2−v2

, v√
1−u2−v2

, 1
)
d(u, v) =

=
∫

u2+v2≤1

(
−u−v√
1−u2−v2

− 1
)
d(u, v) =

=
∫ 2π

θ=0

∫ 1
r=0

[
−r cos θ−r sin θ√

1−r2
− 1
]
rdrdθ =

=
∫ 1

r=0

∫ 2π

θ=0

(
−r2
√

1−r2

)
(cos θ − sin θ)dθdr −

∫ 2π

θ=0

∫ 1
r=0 1rdrdθ = 0− π = −π.
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D’autre part
∫

Γ f · (dx, dy, dz) =
∫

Γ(ydx+ zdy+ xdz) =
∫ 2π

0 [(sin t)(− sin t) +

0 + 0]dt = −
∫ 2π

0 sin2 tdt = −π.
• Considérons maintenant comme surface le cylindre semi-fermé C =
{(x, y, z) ∈ R3 : x2 + y2 = 1, 0 ≤ z ≤ R}

⋃
{(x, y, z) ∈ R3 : x2 + y2 ≤ 1, z =

R}. Notons que le bord est la courbe Γ ci-dessus. On obtient∫
C

(
rotf

)
· n dσ =

∫
M +

∫
B,

où M est le manteau du cylindre et B sa base supérieure.∫
B

(
rotf

)
· n dσ =

∫
B(−1,−1,−1)(0, 0, 1)dσ = −mes B = −π.

Paramétrisation du manteau: Φ(u, v) = (cos u, sinu, v),
0 ≤ u ≤ 2π, 0 ≤ v ≤ R. Comme Φu = (− sinu, cosu, 0) et Φv = (0, 0, 1), on
a: Φu × Φv = (cosu, sinu, 0). Donc:∫

M

(
rotf

)
· n dσ =

=
∫

0≤u≤2π
0≤v≤R

(−1,−1,−1) · (cosu, sinu, 0)d(u, v) =

= −
∫ R

v=0

[∫ 2π

u=0(cosu+ sinu)du
]
dv = 0.

Ainsi =
∫

M +
∫

B = −π + 0 = −π, donc de nouveau∫
Γ f · (dx, dy, dz) =

∫
C

(
rotf

)
· n dσ.

• Considérons finalement la demi-sphère S− = {(x, y, z) ∈ R3 : x2+y2+z2 =
1, z ≤ 0}. Elle est paramétrisée par:
Φ(u, v) = (u, v,−

√
1− u2 − v2), u2 + v2 ≤ 1.

Comme dans ce cas la normale n à la surface est l’opposée de celle du premier
cas, on obtient∫

S−

(
rotf

)
· n dσ = −

∫
S

(
rotf

)
· n dσ = π. Calculons maintenant

∫
Γ f ·

(dx, dy, dz), où Γ est le bord de S−. Cette fois ci, il faut parcourir Γ dans le
sens inverse, ce qui donne la paramétrisation suivante:

τ(t) = (cos(2π − t), sin(2π − t), 0) et (dx, dy, dz) = (sin(2π − t),− cos(2π −
t), 0) dt.
On voit que τ(t) = (cos t,− sin t, 0) et (dx, dy, dz) =
= (− sin t,− cos t, 0) dt. Donc∫

Γ f · (dx, dy, dz) =
∫

Γ(y, z, x)(dx, dy, dz) =
∫

Γ sin2 tdt = π.

10. Formes différentielles

A Applications multilinéaires

Soit φ : Rn → Rq une application linéaire, i.e. φ(λu+λ′u′) = λφ(u)+λ′φ(u′),
où λ, λ′ ∈ R, u, u′ ∈ Rn.
D’après le théorème sur la représentation matricielle, il existe une matrice
A ∈M(q×n,R) telle que φ(u) = Au. Si q = 1, on parle d’une forme linéaire.
Dans ce cas on a:
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A = (a1, · · · , an), (aj ∈ R) et Au = (a1, · · · , an)

h1
...
hn

 =
∑n

j=1 ajhj.

• formes bilinéaires: φ : Rn × Rn → R est dite bilinéaire si pour chaque

u ∈ Rn fixe, l’application φ(u, ·) :

{
Rn → R
v 7→ φ(u, v)

est linéaire, et si pour

chaque v ∈ Rn fixe, l’application φ(·, v) :

{
Rn → R
u 7→ φ(u, v)

est linéaire.

• formes multilinéaires: φ : Rn × · · · × Rn︸ ︷︷ ︸
r-fois

→ R est dite

r-linéaire, si pour tout j ∈ {1, · · · , r} et pour tous u1, · · · , uj−1, uj+1, · · · , ur

fixes, les r applications

φ(u1,··· ,uj−1,•,uj+1,··· ,ur):

Rn → R
u 7→ φ(u1, · · · , uj−1, u, uj+1, · · · , ur)

sont linéaires.

On dit qu’une forme r-linéaire est alternée, si elle change de signe quand on
permute deux de ses composantes:

φ(· · · , ui, · · · , uj, · · · ) = −φ(· · · , uj, · · · , ui, · · · ).
(Notons que les uj sont des vecteurs dans Rn)

Notons aussi que ceci implique que si deux des variables uj cöıncident, alors
φ(· · · , u, · · · , u, · · · ) = 0 (parce que, en permutant ces deux variables, cette
image doit être son propre opposé).

ex. • Evidemment chaque forme linéaire est alternée.

• r = n : φ(u1, · · · , un) = det(u1, · · · , un) =∣∣∣∣∣∣∣∣
h11 h12 · · · h1n

h21 h22 · · · h2n
...

...
hn1 hn2 · · · hnn

∣∣∣∣∣∣∣∣
• 1 ≤ r ≤ n : 1 ≤ i1 < i2 < · · · < ir ≤ n

φ(u1, · · · , ur) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

hi11 · · · · · · hi1r

hi21 · · · · · · hi2r
...

...
hir1 · · · · · · hirr
u1

↑
ur

↑

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

Ceci sont des formes r-linéaires alternées sur Rn. Elles sont notées par

dxi1∧dxi2∧ · · · ∧dxir

(1 ≤ i1 < i2 < · · · < ir ≤ n, 1 ≤ r ≤ n.
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∧ s’appelle le produit extérieur.

Proposition 10.1 (i) Supposons que 1 ≤ r ≤ n. Alors chaque forme
r-linéaire alternée Φ sur Rn est une combinaison linéaire de ces formes r-
linéaires canoniques, i.e.
(∗) Φ =

∑
1≤i1<i2<···<ir≤n ai1,··· ,irdxi1∧dxi2∧ · · · ∧dxir ,

ai1,··· ,ir ∈ R.

(ii) Si r > n, alors la forme nulle est la seule forme r-linéaire alternée.

Remarques: (1) Les nombres ai1,··· ,ir , 1 ≤ i1 < i2 < · · · < ir ≤ n s’appellent
les coefficients de la forme alternée (∗).
(2) Si r = 1, on obtient donc qu’une forme linéaire Φ s’écrit comme

Φ =
∑n

j=1 ajdxj, en d’autres mots Φ(u) = Φ(

h1
...
hn

 =
∑n

j=1 ajhj.

Dém. de (ii): Soit {e1, · · · , en} la base canonique de Rn et supposons que
u1, · · · , ur ∈ {e1, · · · , en}, r > n. Alors au moins deux des r variables
u1, · · · , ur cöıncident. Donc Φ(u1, · · · , ur) = 0. Comme Φ : Rn × · · · × Rn︸ ︷︷ ︸

r>n

→

R est déterminée de façon unique par les images des bases canoniques
{e1, · · · , en} de Rn, on conclut que Φ ≡ 0.

Définition (1) Soit 1 ≤ r ≤ n. Si les coefficients ai1,··· ,ir d’une forme
r-linéaire alternée Φ sur Rn sont des fonctions à n variables définies sur un
domaine Ω ⊆ Rn, alors on parle d’une forme différentielle de degré r sur Ω.

(2) Si r = 0, alors, par convention, chaque fonction réelle f : Ω ⊆ Rn → R
est considérée comme une forme différentielle de degré 0.

Récapitulatif • a(y) : Ω ⊆ Rn → R (forme différentielle de degré 0)
• ω1 = a1(y)dx1 + a2(y)dx2 + · · · + an(y)dxn (forme différentielle de degré
1),
• ω2 =

∑
1≤i1<i2≤n ai1,i2(y)dxi1∧dxi2 (forme différentielle de degré 2)

Ici a(y), aj(y) et ai1,i2(y) sont des fonctions définies sur Ω ⊆ Rn.
Cas spéciaux:

n=2: ω1 = Pdx+Qdy (P,Q : Ω ⊆ R2 → R)
degré 1,

n=3: ω1 = Pdx+Qdy +Rdz (P,Q,R : Ω ⊆ R3 → R) degré 1,
ω2 = Pdy∧dz +Qdz∧dx+Rdx∧dy degré 2,

ω3 = P (dx∧dy∧dz) degré 3 .

(Faites attention à l’ordre cyclique des variables).

Règles de calcul
(1) Deux formes différentielles Ω et ω′ sur Rn sont égales si elles ont le même
degré et si leurs coefficients sont égaux.
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(2) dxi∧dxj = −dxj∧dxi, et dxi∧dxi = 0,
(3) produit de deux formes différentielles:
a) produit avec une fonction a (=forme différentielle de degré 0):
a · ω = a ·

∑
(i) ai1,i2,··· ,irdxi1∧ · · · ∧dxir =

=
∑

(i) a ai1,i2,··· ,irdxi1∧ · · · ∧dxir ,

b) ω =
∑

(i) ai1,i2,··· ,irdxi1∧ · · · ∧dxir , (deg r),

ω′ =
∑

(j) bj1,j2,··· ,jq
dxj1∧ · · · ∧dxjq

, (deg q),

alors Ω∧ω′ =∑
(i)

∑
(j)

ai1,i2,··· ,irbj1,j2,··· ,jq
dxi1∧ · · · ∧dxir ∧ dxj1∧ · · · ∧dxjq

,

où
∑

(i) veut dire qu’on fait la sommation sur tous les multi-indices ordonnés

1 ≤ i1 < i2 < · · · < ir ≤ n; de même pour (j) : 1 ≤ j1 < j2 < · · · < jq ≤ n.

Le produit extérieur Ω∧ω′ d’une forme différentielle de degré r avec une forme
différentielle de degré q est donc une forme différentielle de degré r + q.

Attention: le produit extérieur n’est pas commutatif!

(4) Ω∧ω′ = (−1)rr′ω′∧Ω si degω = r et degω′ = r′.
(5) Ω∧(ω′∧ω′′) = (Ω∧ω′)∧ω′′ (associativité).

ex. Dans R3:
• ω = 2dx∧dy−(3x+y)dx∧dz+5dy∧dx−exdz∧dy = (2−5)dx∧dy+exdy∧dz+
(3x+ y)dz∧dx (deg=2).

• (Pdx + Qdy + Rdz)∧(P ′dx + Q′dy + R′dz) = PQ′dx∧dy + PR′dx∧dz +
QP ′dy∧dx+QR′dy∧dz +RP ′dz∧dx+RQ′dz∧dy =
= (PQ′ − P ′Q)dx∧dy + (QR′ −Q′R)dy∧dz + (RP ′ −R′P )dz∧dx.

Les coefficients de cette forme de degré 2 sont les coordonnées du produit
vectoriel (P,Q,R)× (P ′, Q′, R′) = (QR′ −Q′R,RP ′ −R′P, PQ′ − P ′Q).

• Dans R2:
ω = Pdx+Qdy, ω′ = P ′dx+Q′dy =⇒ Ω∧ω′ = PQ′dx∧dy+QP ′dy∧dx =
(PQ′ − P ′Q)dx∧dy,

Le coefficient de cette forme de degré 2 est égal au déterminant de

(
P Q
P ′ Q′

)
.

ω′∧ω = P ′Qdx∧dy +Q′Pdy∧dx = (P ′Q− PQ′)dx∧dy = −Ω∧ω′.

Soit en plus ω′′ = P ′′dx+Q′′dy. Alors (Ω∧ω′)∧ω′′ =
(
(PQ′−P ′Q)dx∧dy

)
∧(P ′′dx∧Q′′dy) =

(PQ′ − P ′Q)P ′′dx∧dy∧dx+ (PQ′ − P ′Q)Q′′dx∧dy∧dy = 0.

B différentielle extérieure d’une forme différentielle

Soit Ω ⊆ Rn et soit Ω une forme différentielle de degré 0 sur Ω, donc ω = f .
Supposons que f ∈ C1(Ω,R). Rappelons que la différentielle de f en x0 ∈ Ω
est l’application linéaire dx0

f donnée par u ∈ Rn 7→ grad f(x0)·u (produit matricielle),
i.e.
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h1
...
hn

 7→
n∑

j=1

∂f(x0)

∂xj
hj.

Donc df =
∑n

j=1
∂f
∂xj
dxj.

Ceci est la différentielle extérieure de la forme différentielle Ω de degré 0.
Cette nouvelle forme différentielle à le degré 0 + 1 = 1. En général:

Définition Différentielle extérieure
Soit

ω =
∑
(i)

ai1,i2,··· ,irdxi1∧dxi2∧ · · · ∧dxir

une forme différentielle de degré r sur Ω ⊆ Rn. Supposons que les coefficients
ai1,i2,··· ,ir soient dans C1(Ω,R). Alors la différentielle extérieure de Ω est la
forme différentielle

dω =
∑
(i)

d ai1,i2,··· ,ir ∧ dxi1∧dxi2∧ · · · ∧dxir .

Elle a le degré r + 1.

ex. • n = 2

ω = Pdx+Qdy (degω = 1) =⇒ dω = dP∧dx+dQ∧dy =
(

∂P
∂x dx+ ∂P

∂y dy
)
∧dx+(

∂Q
∂x dx+ ∂Q

∂y dy
)
∧dy = ∂P

∂y dy∧dx+ ∂Q
∂x dx∧dy =

(
∂Q
∂x −

∂P
∂y

)
dx∧dy.

• n = 3
(i) ω = Pdx+Qdy+Rdz (deg ω = 1) =⇒ dω = dP∧dx+dQ∧dy+dR∧dz =

· · · =
(

∂R
∂y −

∂Q
∂z

)
dy∧dz +

(
∂Q
∂x −

∂P
∂y

)
dx∧dy +

(
∂P
∂z −

∂R
∂x

)
dz∧dx.

On voit que les coefficients de dΩ sont les composantes du rotationel du
champ vectoriel (P,Q,R), i.e. si dω = Ady∧dz + Bdz∧dx + Cdx∧dy alors
(A,B,C) = rot (P,Q,R) = ∇× (P,Q,R), où ∇ = ( D

∂x ,
D
∂y ,

D
∂z).

(ii) ω = Pdy∧dz +Qdz∧dx + Rdx∧dy (deg ω = 2) =⇒ dω = dP∧dy∧dz +

dQ∧dz∧dx + dR∧dx∧dy =
(

∂P
∂x dx + ∂P

∂y dy + ∂P
∂z dz

)
∧dy∧dz +

(
∂Q
∂x dx + ∂Q

∂y dy +

∂Q
∂z dz

)
∧dz∧dx+

(
∂R
∂xdx+ ∂R

∂y dy+ ∂R
∂z dz

)
∧dx∧dy = ∂P

∂x dx∧dy∧dz+ ∂Q
∂y dy∧dz∧dx+

∂R
∂z dz∧dx∧dy =

(
∂P
∂x + ∂Q

∂y + ∂R
∂z

)
dx∧dy∧dz = div (P,Q,R) dx∧dy∧dz.

(Notons que dy∧(dz∧dx) = dy∧(−dx∧dz) =
= (dy∧(−dx))∧dz = dx∧dy∧dz.

Proposition 10.1 Soient Ω et ω′ des formes différentielles sur Ω ⊆ Rn de
classe C1. Alors

(1) d(ω + ω′) = dω + dω′ si Ω et ω′ ont le même degré,
(2) d(λω) = λdΩ pour tout λ ∈ R,
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(3) d(Ω∧ω′) = dΩ∧ω′ + (−1)rΩ∧dω′, où r = deg Ω.

Proposition 10.2 Soit F = (f1, · · · , fn) un champ vectoriel continûment
différentiable sur un ouvert Ω ⊆ Rn. Alors df1∧ · · · ∧dfn = detJF dx1∧ · · · ∧dxn.

Dém (cas n = 2):

df∧dg =
(

∂f
∂xdx+ ∂f

∂ydy
)
∧
(

∂g
∂xdx+ ∂g

∂ydy
)

=

=
(

∂f
∂x

∂g
∂y −

∂f
∂y

∂g
∂x

)
dx∧dy = det

(
∂f
∂x

∂f
∂y

∂g
∂x

∂g
∂y

)
dx∧dy = detJ(f,g) dx∧dy.

C Différentielle extérieure double

Soit Ω ⊆ R3 un ouvert et soit (P,Q,R) un champ vectoriel de classe C2(Ω,R).
Considérons la forme différentielle ω = Pdx+Qdy +Rdz de degré 1. Alors
dω = Ady∧dz +Bdz∧dx+ Cdx∧dy, où (A,B,C) = rot (P,Q,R) et
d(dω) = dA∧dy∧dz + dB∧dz∧dx + dC∧dx∧dy = div (A,B,C)dx∧dy∧dz =
div rot (P,Q,R)dx∧dy∧dz.
Mais comme A = Ry −Qz, B = Pz −Rx et C = Qx− Py on obtient: d’après
Schwarz:

div(A,B,C) = Ryx −Qzx + Pzy −Rxy +Qxz − Pyz = 0.
donc div rot(P,Q,R) = 0

Donc d(dω) = 0.

Théorème 10.1. — (Théorème de Poincaré I)
Soit Ω une forme différentielle de degré r sur Ω ⊆ Rn. Supposons que les
coefficients de Ω soient dans C2(Ω,R). Alors ddω = 0.

Définition Une forme différentielle Ω est dite fermée, si dω = 0, Ω est dite
exacte s’il existe une forme différentielle ω′ telle que dω′ = Ω.

Remarque (1) Une condition nécessaire pour que Ω de degré r, 0 < r ≤ n soit
exacte, est que dω = 0. Preuve: Soit ω′ tq dω′ = Ω. Alors d’après Poincaré:
0 = ddω′ = dΩ.

(2) Ω exacte =⇒ Ω fermée. La réciproque n’est pas vraie (voir ci-dessous).

relations avec les primitives

Soit f = (P,Q,R) un champ vectoriel continûment différentiable sur un
ouvert Ω ⊆ R3. On suppose que f possède une primitive F : Ω → R, i.e.
grad F = f , donc

∂F

∂x
= P,

∂F

∂y
= Q,

∂F

∂z
= R.

Une condition nécessaire pour l’existence d’une primitive était que les condi-
tions d’intégrabilités soient satisfaites, i.e

Py = Qx, Pz = Rx, Qz = Ry
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i.e. rot (P,Q,R) = 0. Les lignes suivantes vont montrer que ceci est une
conséquence du théorème de Poincaré:

Notons que dF = Fxdx + Fydy + Fzdz = Pdx + Qdy + Rdz et que d’après
Poincaré
0 = ddF = (Ry −Qz)dy∧dz + (Pz −Rx)dz∧dx+ (Qx − Py)dx∧dy.
Donc on obtient: rot f = rot grad F = 0.

Théorème 10.2. — (Théorème de Poincaré II)
Soit Ω ⊆ Rn un ouvert qui est homéomorphe à une boule dans Rn (p. ex.
un ouvert convexe). Soit Ω une forme différentielle dans Ω à coefficients
continûment différentiable. Supposons que Ω soit fermée, i.e. dω = 0. Alors
Ω est exacte, i.e. il existe ω′ tq. dω′ = Ω.

Remarque Si Ω est une forme différentielle de degré 1, on obtient notre
ancienne assertion qu’un champ vectoriel C1 posséde une primitive sur Ω ⊆
Rn si Ω est convexe et si les conditions d’intégrabilités sont vérifiées.

ex. • Soit ω =
(
2x+ y cos(xy)

)
dx+ x cos(xy)dy (sur R2, deg ω = 1).

Q1. Est-ce que Ω est fermée?
Q2. Est-ce que Ω est exacte? Si oui, déterminer ω′ tq dω′ = Ω.

Dans ce cas cela revient à déterminer une primitive de (2x+y cos(xy), x cos(xy)).

R1. dω = d(2x+y cos(xy))∧dx+d(x cos(xy))∧dy = (cos(xy)−yx sin(xy))dy∧dx+
(cos(xy)− xy sin(xy))dx∧dy = 0.
Donc Ω est fermée.

R2. Ω est exacte, car R2 est convexe et dω = 0.
Cherchons ω′: D’abord on constate que le degré de ω′ est 0, donc ω′ = F .
Ainsi dω′ = Ω ⇐⇒ [Fx = 2x+ y cos(xy) et Fy = x cos(xy)].

Donc F (x, y) = sin(xy) + C(x) =⇒ Fx = y cos(xy) + C ′(x)
!
= 2x +

y cos(xy) =⇒ C ′(x) = 2x =⇒ C(x) = x2 + C.

Donc F (x, y) = sin(xy) + x2 + C.

D Intégration de formes différentielles

Définition (1) Soit ω1 = Pdx + Qdy une forme différentielle de degré 1 où
P et Q sont continues sur Ω ⊆ R2 et soit Γ une courbe C1 dans Ω donnée
par la paramétrisation Φ(t) = (x(t), y(t)), α ≤ t ≤ β. Alors∫

Γ ω1 =
∫

Γ Pdx+Qdy =
∫ β

α

[
P (x(t), y(t))ẋ(t) +Q(x(t), y(t))ẏ(t)

]
dt

(2) De même, si ω1 = f1dx1 + · · · fndxn est une forme différentielle de degré
1 dans Rn (fj ∈ C(Ω,R), et si Γ est une courbe dans Ω paramétrisée par
Φ(t) = (x1(t), · · · , xn(t)), α ≤ t ≤ β, alors pour f = (f1, · · · , fn) et dx =
(dx1, · · · , dxn) on a:∫

Γ ω1 =
∫

Γ f(x) · dx =
∫

Γ

∑n
j=1 fjdxj =
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=
∫ β

α

∑n
j=1 fj(t)ẋj(t)dt.

Définition (1) Soit ω2 = Pdy∧dz+Qdz∧dx+Rdx∧dy une forme différentielle
de degré 2 dans R3, P,Q,R ∈ C(Ω,R), Ω ⊆ R3, et soit S la surface dans R3

donnée par la paramétrisation Φ(u, v) = (x(u, v), y(u, v), z(u, v)), (u, v) ∈
D, D domaine mesurable dans R2. Alors on définit∫

S ω2 =
∫

S Pdy∧dz +Qdz∧dx+Rdx∧dy =

=
∫

D

{
P (x(u, v), y(u, v), z(u, v))det ∂(y,z)

D(u,v)+

Q(x(u, v), y(u, v), z(u, v))det ∂(z,x)
D(u,v)+

R(x(u, v), y(u, v), z(u, v))det ∂(x,y)
D(u,v)

}
d(u, v),

où
∂(y,z)
D(u,v) =

(
∂y
∂u

∂y
∂v

∂z
∂u

∂z
∂v

)
est la matrice jacobienne de (y(u, v), z(u, v)).

(2) Soit ω3 = f dx∧dy∧dz une forme différentielle de degré 3 dans R3 ( f ∈
C(Ω,R), Ω ⊆ R3). Supposons que V soit un corps solide dans R3 donnée par
les coordonnées (x(u, v, w), y(u, v, w), z(u, v, w)), |u| ≤ 1, |v| ≤ 1, |w| ≤ 1.
Alors

∫
V ω3 =

∫
V fdx∧dy∧dz =∫

f(x(u, v, w), y(u, v, w), z(u, v, w))det D(x,y,z)
D(u,v,w) d(u, v, w),

où D(x,y,z)
D(u,v,w) est la matrice jacobienne du champ vectoriel (x, y, z).

Définition Une variété Vp de degré p dans Rn, où 1 ≤ p ≤ n, est l’image
d’une application (appellée paramétrisation de Vp) continûment différentiable

Φ(t1, · · · , tp) =

x1(t1, · · · , tp)
...

xn(t1, · · · , tp)

 de {(t1, · · · , tp) : |tj| < 1} dans Rn, tq la

jacobienne de Φ a partout le rang p (Notons que JΦ ∈M(n× p,R)).

Le bord de Vp, noté par ∂Vp, est l’image par rapport à Φ du bord du pavé
{(t1, · · · , tp) : |tj| < 1}.

Théorème 10.3. — Théorème de Stokes (généralisé)
Soit Vp une variété de degré p dans Rn (1 ≤ p ≤ n). et soit ωp−1 une forme
différentielle de classe C1 et de degré p− 1 dans Rn. Alors∫

∂Vp

ωp−1 =

∫
Vp

dωp−1.

Conséquences: On retrouve le théorème de Gauss-Ostrogradskii, Stokes et
les formules de Green-Riemann:

n=2 deg ω = p− 1 = 1, V2 ⊆ R2: (Green-Riemann)
ω = Pdx+Qdy =⇒

∫
∂V2

Pdx+Qdy =
∫

V2
d(Pdx+Qdy) =

=
∫

V2
(Pxdx+ Pydy)∧dx+ (Qxdx+Qydy)∧dy =
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=
∫

V2

(
−Py +Qx

)
dx∧dy =

∫
(Qx−Py)det D(x,y)

D(u,v) d(u, v) =
∫

V2
(Qx−Py)d(x, y);

la dernière égalité provenant du changement de variables.

n=3 deg ω = p− 1 = 2, V3 ⊆ R3: (Gauss-Ostrogradskii)
ω = Pdy∧dz +Qdz∧dx+Rdx∧dy =⇒

∫
∂V3

Pdy∧dz +Qdz∧dx+Rdx∧dy =

=
∫
P (x(u, v), y(u, v), z(u, v))det D(y,z)

D(u,v) d(u, v)+

+
∫
Q(x(u, v), y(u, v), z(u, v))det D(z,x)

D(u,v) d(u, v)+

+
∫
R(x(u, v), y(u, v), z(u, v))det D(x,y)

D(u,v) d(u, v) =

=
∫
f(x(u, v), y(u, v), z(u, v)) · (Φu × Φv)d(u, v) =

=
∫

∂V3
f · n dσ,

où Φ(u, v) = (x(u, v), y(u, v), z(u, v)) est une paramétrisation de ∂V3
f = (P,Q,R) et où n est la normale extérieure à la surface ∂V3.

D’autre part:∫
V3
dω =

∫
V3
d(Pdy∧dz +Qdz∧dx+Rdx∧dy) =

=
∫

V3
div (P,Q,R)dx∧dy∧dz =

=
∫

V3
div (P,Q,R)d(x, y, z).

deg ω = p− 1 = 1, V2 ⊆ R3: (Stokes)
ω = Pdx+Qdy +Rdz =⇒

∫
∂V2

ω =
∫

∂V2
Pdx+Qdy +Rdz

et
∫

V2
dω =

∫
V2
Ady∧dz +Bdz∧dx+ Cdy∧dz =

=
∫

V2
rot (P,Q,R) · n dσ,

où (A,B,C) = rot (P,Q,R).

−−−−−−−−−−−−
ex. Soit f ∈ C1(R), f(0) = 1 et ω(x, y, z) = 2xydy∧dz − f(y)dz∧dx +
2zdx∧dy.

• Déterminer f tq Ω soit fermée:

dω = (2y−f ′(y)+2)dx∧dy∧dz
!
= 0 ⇐⇒ f ′(y) = 2+2y ⇐⇒ f(y) = C+2y+y2.

Comme f(0) = 1, on a: f(y) = (1 + y)2.

• Montrer que dans ce cas pour tout A ∈ C1(R) il existe une forme
différentielle ω′ de degré 1 avec
ω′ = A(x)dx+B(x, z)dy + C(x, y)dz et dω′ = Ω.

Sol.: Notons que Poincaré nous dit qu’il existe dans le cas où Ω est fermée
une forme différentielle Ω de la forme
Ω = α(x, y, z)dx+ β(x, y, z)dy + γ(x, y, z)dz
tq dΩ = Ω. Ce qu’on veut ici, c’est que A ne dépend que de x, que B ne
dépend pas de la variable y et C ne dépend pas de la variable z.

dω′ = Bxdx∧dy −Bzdy∧dz + (−Cxdz∧dx+ Cydy∧dz) =

= Bxdx∧dy − Cxdz∧dx+ (Cy −Bz)dy∧dz
!
= ω =
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= 2zdx∧dy − (1 + y)2dz∧dx+ 2xydy∧dz

⇐⇒


Bx = 2z (1)

Cx = (1 + y)2 (2)

Cy −Bz = 2xy (3)

.

(système d’équations différentielles partielles.)

(1) =⇒ B(x, z) = 2zx+M(z)
(2) =⇒ C(x, y) = x(1 + y)2 +K(y) = x+ 2xy + xy2 +K(y)
Dans (3): (2x+ 2xy+K ′(y))− (2x+M ′(z)) = 2xy ⇐⇒ K ′(y)−M ′(z) ≡ 0.
Comme K ′ ne dépend pas de z et M ′ ne dépend pas de y, ceci n’est vrai que
si K ′ ≡ 0 et M ′ ≡ 0, i.e. K et M sont des fonctions constantes. Choisissons
ces constantes comme étant égales à 0. Donc:

A(x) quelconque, B(x, z) = 2zx, C(x, y) = x(1 + y)2.

Preuve: d
(
A(x)dx+ 2zxdy + x(1 + y)2dz

)
= Ω.

• Calculer dans le cas où Ω est fermée l’intégrale
∫

S Ω, où S est la sphère
{(x, y, z) : x2 + y2 + z2 = r2}.
Sol.: Soit V la boule {(x, y, z) : x2 + y2 + z2 ≤ r2}. Alors S = ∂V . Ainsi
Stokes implique que I =

∫
S ω =

∫
V dΩ. Comme Ω est fermée, on voit que

dω = 0. Donc I = 0.

• Calculer dans le cas où Ω est fermée et A(x) = 2x, l’intégrale
∫

S(A,B,C) ·
ndσ, n étant la normale extérieure à la sphère S.

Sol.: Gauss:
∫

S(A,B,C) · ndσ =
∫

V div(A,B,C)d(x, y, z) =
∫

V (2 + 0 +
0)d(x, y, z) = 2mes V = 24

3πr
3.

ex• Soit u ∈ C2(R3). Montrer que div grad u = ∆u et que pour chaque boule
ou pavé V de surface S on a:∫

V ∆ud(x, y, z) =
∫

S
∂u
∂ndσ,

où n est la normale unitaire extérieure à V .

Sol.: grad u = (ux, uy, uz) =⇒ div grad u = uxx + uyy + uzz = ∆u.∫
V ∆ud(x, y, z) =

∫
V div grad ud(x, y, z)

Gauss
=

∫
S grad u · n dσ =

∫
S

∂u
∂ndσ.

Remarque: Si u est une fonction harmonique, alors
∫

S grad u · n dσ = 0.
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