Calcul intégral

1. Intégrale de Riemann dans R

Soient a < b, f : [a,b] — [0, 00[ bornée,
G(f) ={(z, f(x)) : a < x < b} est le graphe de f.

E(f)={(z,y) eR*:a <z <b 0<y < f(a)}
I(f) = fabf(x)da: =Daire de E(f).
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FIGURE 1. Interprétation géométrique de l'intégrale
Sia=x9<x1 < <x,=>alors Z = {xg,x1,...,2,} est une subdivison

de [a, b].

Soit I; = [z, x;41] et |I;| = xj11 — ; la longueur de 1.
Somme de Darboux inférieure: s;(Z) = > 7, |I;|inf;, f
Somme de Darboux supérieure: Sy(Z) = > 7, || supy, f
Loscillation de f sur I; est: oscfr; = sup; f —infy, f.
On veut: s¢(Z) ~ I(f) et S¢(Z) ~ I(f).

Definition 1.1. — f intégrable (au sens de Riemann), noté par f € Ra, b,
81

Ve >0 3Z ={xp,x1,....2.}: |sp(Z)—Sp(Z)| <¢€
On a alors que

sup s¢(Z) = inf S¢(Z)
7 A

et la valeur commune I(f) est appellée intégrale de Riemann de f.



2. Mesure de Jordan, ensembles négligeables

Définition Soient a; < b;,1 < j < n . Alors I = [[j_[a;,b] =
{(x1,...,2,) € R" : a; < x; < b;} s’appelle intervalle ou pavé dans
R™.

(Pour n = 2 on a donc des rectangles dont les cotés sont paralleles aux axes
des coordonnées, et pour n = 3 on a des pavés dont les faces sont paralleles

aux plans t =0, y =0 et z = 0 resp. )
Si I et I sont deux paves et si I7 N Iy # (), alors I; N I3 est un pavé.
On définit le volume d'un pavé I = [[_;[a;, b;] dans R" par |I] = [[;_; (bi—a;).

e Si I, I; sont des pavés avec I C |J;2, I, alors [I| < Y772 |1;] €]0, oo].

Soit £ € N et 9. le pavage dyadique d’ordre k de R", i.e. Q. est ’ensemble des
pavés(=cubes) de la forme Q = {z = (z1, -+ ,2,) : & < 2; < &L g, € Z}

Soit A C R" bornée. Pour tout k € N, soit M} le nombre des pavés ) € O
qui coupent A (i.e. ont un point commun avec A) et soit my le nombre des
pavés dans Q. qui sont entierement inclus dans A. Le volume d’un pavé

de Qy est (3¢)" (dans R"). Donc 2% et Z% donnent une approximation du
volume Vol(A) de A:

5t < Vol(A) < g

On voit que é\f—,’i est une suite décroissante si k& " et que 5% est croissante si

k /. Comme A est bornée, ces suites sont bornées; d’ou les limites existent.
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FIGURE 2. m; =1,M; =13 mo = 6, My = 26

Définition On dit que 'ensemble borné A C R" est mesurable au sens de Jordan
(ou quarrable) si ces deux limites coincident; i.e. si limy o g = limy_o Sf—ﬁ

La valeur commune est appellée mesure ou volume de A, notée par mesA.

Pour n = 2 on parle aussi de laire de A.

e Si [ est un pavé, alors |I| =mes/.

Exemple L’aire du triangle des sommets (0,0), (1,0) et (0,1) est 1/2



()
~~
(25 — 2" ko2 K
my = 5 , My=02"+2"-(14+24+3+---+27)
(ou (*) est le nombre de carrés coupant la diagonale)
Alors my/(2%)% — 1/2 et My, /(2F)? — 1/2.

Propriétés Soient A et B deux ensembles mesurables dans R". Alors

(1) mesA >0,

(2) AC B=mesA <mesB,

(3) ANB et AUB mesurables et mes (AUB) = mes A+mes B—mes (ANB).
(4) Le translaté de A a la méme mesure que A,

(5) Si f est une application linéaire de R" dans R", alors mes f(A) =

|det f|mes A;

en particulier, la mesure est invariante pour les transformations orthogonales
(parce que celles-la ont le déterminant £1.)

ex. o Les intervalles A = [a,b], |a,b], ]a,b] et [a,b] sont mesurables et
mesA=0b—a.

e A =QnN [0,1] n’est pas mesurable au sens de Jordan. En effet, les
éléments du pavage Qy. de R! qui coupent A ont la forme I}, = 57 ”2—*,;1], 0<
n < 2¥ —1; donc M}, = 2*. D’autre part, comme chaque intervalle contient

un nombre irrationnel, aucun des éléments du pavage Qp n’est inclus dans

A, donc m;, = 0. Conclusion: % =1Vket G =0VEk.

e Chaque singleton {x} dans R" est mesurable et mes{x} = 0.

Proposition 2.1. — Supposons que E C R" soit mesurable au sens de
Jordan et que mes E = 0. Alors chaque partie ' C E est mesurable et

mes F' = 0.

Notons que si mes EF' = 0, alors Vk : m; = 0.

Definition 2.1. — Un ensemble N C R" est dit négligeable dans R”
(notation: |N| = 0) s’l peut étre recouvert par des pavés (ou boules) I,
(n = 1,2,...), tel que la somme des volumes des pavés (boules) est aussi
petit qu’on veut; 1.e.

IN| =0 <= Ve > 03 pavés [;, N C ;2 [j et Y2 |;] <e.

On dit aussi que N a la mesure 0 au sens de Lebesgue.

e @ est négligeable dans R. En effet, Q = {r, : n € N}, ou {r,, : n € N} est
une énumération de Q (bijection de Q sur N). Posons I, = [r, — 5,7 + 57),

1I,| = g—i, | =26, >0 27" =26, QC U, L.

De méme pour A = QN [0, 1]. Donc I'ensemble A est négligeable sans qu’il
soit mesurable au sens de Jordan.
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Proposition 2.2. —

i) Chaque partie P d’un ensemble négligeable N est négligeable.

i) La réunion dénombrable U;il N; d’ensembles négligeables N; est négligeable.
iii) Les pavés de R™ ne sont pas négligeables dans R".

Preuve. —001) P C ]\;g Uiz I, Z?’;l 1I;] <e.
i) Nj CUrZy gy 2opmy gl <277, 5 e N= JN; CU; Uy I et

SO |yl < Z (e277)

j=1 k=1 j=1
iii) I C Upoy In- Ainsi 0 < [I] < Y27, [I;] < e := |I]/2. Une contradiction.

Proposition 2.3. — Soit E C R" un ensemble mesurable au sens de Jor-
dan. Alors mes E = 0 <= E est négligeable.

ex. e = {(t,t) e R?: 0 < t < 1}. Alors F est un ensemble de mesure

nulle, car, SOlt] —[;k,gikl]x[zk,ﬂ],, 0<j<2"—1. Alors E C |JI; et

2k
Z\Ij\:Qk(%)2—>Osik—>oo.
ex. o Le cercle wnité £ = {(z,y) : 2° +y*> = 1} a la mesure nulle
dans R En effet, soit o = exp(2migr). Alors E C Uo<j<or B(ay; o) et

Z?k:() mes (B(Cl{], 2k)> (zk + 1) (2_k)2 — O Si ]{3 — Q.

ex. o H=1{(q,0)eR*:qeQ0<q<1}. Alors H est mesurable et
mes H = 0. En effet

H C Upejear 1 ([3r jzikl] x [0, Qk]) My = 2% my, = 0. Mais (]2\47’)“2 = 2% — 0 si
k— 0.

Théoréme 2.4. — Soit E C R" borné. Alors E est mesurable au sens de
Jordan si et seulement si sa frontiere OF est négligeable.

e £ = Qn[0,1] n’est pas mesurable, parce que OF = [0,1] et [0, 1] n’est
pas négligeable.

R R
E pas mesurable (dans R ) H mesurable dans R”

IHl2 :=mesH=0

FIGURE 3. Qet Q
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e Soit P = {(x1,...,2,,0) : z; € R} un hyper-plan dans R""'. Alors P
est négligeable et chaque partie bornée A de P est mesurable de mesure de
Jordan 0 dans R""! (notons que A C P).

e Le disque D = {(z,y) € R? : 2% + y*> < 1} est mesurable parce que
0D = {(z,y) : 22 +y* = 1} est mesurable et a la mesure nulle (voir ci dessus)

G(F)

FIGURE 4. G(f) et E(f)

Proposition 2.5. — Soit f une fonction continue sur un pavé I dans R".
Supposons que f > 0. Alors le graphe de f, donné par

G(f) = {(z, f(@) e R™ e 1)
est mesurable et a la mesure nulle (dans R"™). En plus, ’ensemble
E(f)=A(z,y) eR"xR: ze€l, 0<y< f(x)}
est mesurable.

Comment calculer la mesure d’un ensemble?

3. Fonctions intégrables et intégrales multiples
Soient f,g € C([a,b]) et g(z) < f(x)Vx € [a,b] et
A={(z,y) eR* 1z eI g(x) <y < f(x)}.
Alors A est mesurable et mes A = f; f(x)dx — fabg(x)da: =
= f (f(z) — g(z))dz = fb <ng2§;§) 1 dy) dx =: [[,d(z,y) (intégrale double).

Définition Soit A un ensemble borné dans R" et I un pavé tel que A C I C
R"™. Soit f : A — R une fonction a valeurs réelles définie et bornée sur A.
Considérons I'extension de f sur R” (notée aussi par f) définie par f(x) =0

si x € R"\ A. Soient C’ ) Jes pavés du pavage dyadique de R" d’ordre k.
Notons que \C | = (%)". Soient

se(f) =2, ]C \mfc(z

et



Si(f) = 321G [supgo f
les sommes de Darboux, ou inf ) f est la plus grande borne inférieure de f
k

sur Clgi) et sup,» [ la plus petite borne supérieure de f sur C’,Sf). Si(f) et
k
sk(f) sont des sommes finies. Notons que

(mesI) -inf f < sp(f) < Sk(f) < (mes[) -sup f.

En plus (Sk(f)) est une suite décroissante, et (si(f)) une suite croissante.
Donc les limites s(f) = limg_oo sk(f) et S(f) = limy_ Sk(f) existent. Si
s(f) = S(f), alors on dit que f est intégrable au sens de Riemann sur A,
(f E R(A)) et on note

= [, f(x)dx resp. s(f) = [, f(z1, -+, zp)d(z1,- -, 25).

Considérons 'extension f; de f définie sur I par fi(z) =0six € I\ A et
fr(x ) = f(z) six 6 A Alors on voit que f; € R(I) f R(A) et que

Sy f@)dz = [} fr(z)

Pour A C R” on note la fonction caractéristique de A par 14; i.e. 14(z) =
l<=xecAetly(z) =0<= e R"\ A.

Théoréme 3.1. — Soit A C R"™ borné. Alors A est mesurable au sens de
Jordan <= 14 € R(A). Dans ce cas [, 1dz = mes A.

Théoréeme 3.2. — Soit A C R" borné et f : A — R une fonction bornée.
Alors

f€R(A) < Ve>03k: |Sk(f)—si(f)] <e.

Théoréme 3.3. — Soit A C R" mesurable. Alors chaque fonction continue
et bornée sur A est intégrable. En particulier, on a que chaque fonction
continue sur un pavé est intégrable.

Mais Attention Dans le cas ou A n’est pas mesurable, il existe un tas de
fonctions continues et bornées sur A qui ne sont pas intégrables; p.ex. chaque
fonction constante non nulle n’est pas dans R(A).

Proposition 3.4 (Propriétés). — Soit A C R" mesurable. Alors on a:
(1) SimesA =0, alors [, fdx = 0Vf bornée sur A.

(2) mf f(z) mesA < f Jdx < sup f(x) mesA, si f est intégrable sur A.
€A

(8) f,g € R(A )f<g:>fA r)dr < [, g(x)
(4) f.g9 € R(A), A, MER=>>\f+ugeR(A)
[y O f(@) + pg(@)) dz = X [, f(z)de + [, ()

(5) Soient A C R™ et B C R™ mesurables avec ANB=0 et f: AUB—R
une fonction bornée. Alors f € R(AUB) <= f € R(A) et f € R(B) et



fAUdex:fAfdx+foda:.
(6) I CR" pavé, f: 1 —- R, m < f< M, ®:[m, M] — R Lipschitz (i.e.
AL > 0,Vs,t € [m, M]: |®(s) — ®(t)| < L|s —t|). Alors
feR(I)= PofeR().
(7) f,g€ R(A) = f-g€ R(A) et si|g| > >0 sur A, alors f/g € R(A).
(8) f,g € R(A) = max{f, g} et min{f, g} € R(A).
(9) f € R(A) = |f| € R(A) et | [, fdz| < [,|f|dx.
(10) I pavé, f € C(I), f >0 mais f #0, alors [, f(x)dz > 0.
(11) I pavé, f,pe R(I),f € C(I),p>0. Alors Jxg € I° tel que

[ #ata)dn = fan) [ playis

1
en particulier Ixy € 1°: 7 /f(x)d;z: = f(xg)
I

(théoréme de la valeur moyenne du calcul intégral).

Le théoreme principal est le suivant:

Théoréme 3.5. — (Critére d’intégrabilité de Lebesgue)
I CR" pavé, f: I — R bornée. Alors f € R(I) <= l’ensemble D(f) des
points de discontinuité de f est négligeable.

Exemple: Soit A C R" bornée, A C I, I pavé. Considérons la fonction
flz)=1siz e Aet f(xr) =0six eI\ A Ilestclair que D(f) = 0A. Donc
f € R(I) <= 0A est négligeable . Mais ceci est équivalent a ce que A est
mesurable.

Proposition 3.6. — i) Soit N C R" mesurable. Supposons que N soit
négligeable et soit f : N — R bornée. Alors f € R(N) et [y f(z)dz = 0.

ii) Soit D C R" borné, f € R(D), g : D — R borne Supposons que
flz) = g( ) Va E D\ N ou N C D est négligeable et mesurable. Alors

g€ R(D eth da:—ng

4. L’intégrale de Riemann: 2™¢ approche

Au lieu du pavage dyadique on aurait pu procéder de la facon suivante:

Soit I un pavé dans R"”, f : I — R borné, prolongé par 0 en dehors de I, et
Q={[;:j7=1,...,N} une décomposition de I avec des pavés I; et &; € I,
(I; s’appelle aussi “une cellule” de Q.) Posons

= Zf(ﬁj) | 1]

(somme de Riemann) et & = (&1,...,&N).
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Théoréme 4.1. — f € R(I) <= JF € RVe > 03 > 0 tel que
|F — O'Q( )| <& pour toute décompositz'on (Q,&) de I avec

.....

Corollaire 4.2. — S8i f € R(I) , I pavé, alors [, f(x)dzx = lim,, og, (f)

pour toutes suites (Q,,, £™)) de décompositions de I avec max,—j__y, diam Iqu)

0 s2m — o0.

Corollaire 4.3. — Soit A C R" borné et f € R(A). Alors [, f(x)dx =

limy oo Y |C’,gi)\ f(¢), avec ¢ € C’,Sf) NA, ou C’,gi) sont les pavés du pavage
dyadique de R™ d’ordre k

Exemples
flz,y) =xze ¥, I =10,1] x [0, 1], cellules
ij_{(xay)€R2 l§$§]+1 E§y§k+1}7
n n 'n n

g,k =0,...,n—1. Soit Q@ = Uﬁio Qjr et & = (L E) Notons que

n
supg,, [ = f (&), car f(-,y) est croissante Vy fixé et f(z,-) est décroissante
VY fixé.

7,k=0 jkz()n n
n—1 n—1
1 _ lLnn+1l) (en)"—1
N 1 kfn _ _— —
n? _(‘7+ )Z_:e nd 2 en — 1
3=0 k=0
11 1 1
_ € : n -+ ——(6_1 . 1)

Ainsi f[ flx,y)d(z,y) = —

5. Théoreme de Fubini, réduction du nombre des variables

Théoréme 5.1. — (Théoréme de Fubini) Soient I C RP et J C R? des
pavés, n = p+q, K =1 x J CR" (K est aussi un pavé). Soit f : K — R
bornée. Supposons que

1) | € R(K),

2)Vx el [, f(x,y)dy existe,
8) Yy e J: [, f(z,y)de existe.
Alors

s (s [(fron)o

(formule des intégrales itérées.)
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Attention L’existence d’'une/des intégrales itérées n’implique pas I'existence
de I'intégrale multiple:

Exemple 1) Soit f: K = [0, 1] x [0,1] — R définie par:

siyeQ
si y irrationnel.
Alors

a)Vy € [0, 1] intégrale fol f(z,y)dz existe et est égale a 1;

b) l'intégrale itérée fol(fo1 f(x,y)dx)dy existe et est égale a 1;

c) 'intégrale double [, f(z,y)d(z,y) n'existe pas; i.e f ¢ R(K), car f est
continue seulement en (£, ), 0 < yo < 1.

2) Soit Dy l'ensemble des nombres décimaux dans [0,1] de la forme = =
0,@1&2...6%0..., k = 1,2,... et D(): {0,1} Soit D:Uka X Dk et

)1 si(z,y)eD
f(x,y)—{o si(r,y) € K\D.

Alors

a) Yy € [0, 1] l'intégrale fo x,y)dx existe et est égale a 0;
(en effet si z n’est pas un nombre décimal, alors f(z,y) = 0, Yy € [0, 1], et
si x € |J Dy, alors x € Dy pour un k, alors f(z,y) = 1 <= y € Dy.Mais Dj,
est un ensemble fini; donc y — f(x,y) intégrable et fol f(z,y)dy =0.)

b)Vz € [0, 1] intégrale fo x,y)dx existe et est égale a 0;
c) les intégrales itérées existent et

//fxydxdy—//fxydydx_o

d) l'intégrale double [, f(z,y)d(z,y) n’existe pas; i.e f ¢ R(K), car chaque
pavé contient des points ou f prend les valeurs 0 et 1; donc si(f) = 0 et

Sk(f) =
Exemple K = [O 1x[0,1, I =J =1[0,1], f(z,y) =ze ¥ (n=2,p=q=1).
Alors f € C(K); K pavé. Donc f € R(K). Fubini:

/fxy (2, ) /(/xe—ydx>dy:
/Oey</0 xdx>dy_/oley[%x2]:dy:

1
1 1. L, _
= [ ety =5l = =5 - )
Théoréme 5.2. — (Théoréme de Fubini, version spéciale)

Soit A C R" ! mesurable, et ® et U deuw fonctions réelles continues et
bornées sur A" tq ®(2') < V(z') Va' € A.
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Soit A={(2',z,) e R": 2" € A, ®(2)) <z, < V(2')}.
Alors A est mesumble et

fA dx—fA, <fq) (o', x, dxn)dx’

pour tout f bornée et contznue sur A.

Exemples o Soit f(z,y) = 22 +y et A le triangle formé par les points
(0,0), (1,1) et (0,1). Montrer que A est mesurable, que f € R(A) et calculer

i) Pour montrer que A est mesurable, il faut montrer que A est négligeable.
Mais OA est la réunion des trois graphes G; définies par

Gr={(z,z): 0 <z <1},
(graphe de la fonction identitée),
Go={(x,1): 0< 2 <1}

(graphe de la fonction constante x +— 1) et le graphe G3 de la fonction
constante y — 0 (attention: G5 n’est pas le graphe d’une fonction de variable
Les graphes de fonctions continues sur des intervalles sont des ensembles
négligebales; donc = 0A = G1 U G5 U (G5 est négligeable.

ii) A mesurable, f continue et bornée sur A, donc f € R(A).

iii) Hypotheses de Fubini sont donc satisfaites.

en an (0,1) n

FIGURE 5. integration verticale et horizontale

1" méthode: (intégration verticale d’abord) I = f;zol ( y—t a2+ y)dy) dr =

=1 1
Lﬂ(h@+%fﬁﬁdx=ktﬁ+%—ﬁ 2?)dr = [) (3a? — 2 + )dw =
(57° — 37" + 57)|,= -

e , s . . 3 _ry=1
2° méthode: (intégration horizontale d’abord) I = b (f

=11 (1
yyzo (§x3+y:p)|0 dr = fo 3y +y°)dy = 123/ +3 3‘0 12
e Calculons laire de ce triangle: mesA = [ L 1d(z,y) = fyy:_()l ff:oy ldx dy =
1 1
Joly = 0)dy = 39°|, = 3
o Soit B ={(z,y) eR?:y>0y—a+1>01y>—2—-1< 0} et

f(z,y) = cosh 5, (z,y) € B.

Montrer que B est mesurable, que f € R(B) et calculer I = [, f(z,y)d(z, y).

xzé’(:z:? + y)dx) dy =

X



34 a4

FIGURE 6. Un domaine dans R? FIGURE 7. intégration horizontale

ii) OB est négligeable, car c’est la réunion de trois graphes de fonctions
continues fi(z) = vVe+1 -1 < 2z < 3, folx) = 2 - 1,1 < z < 3,
fs(z) = 0,—1 < o < 1 sur des intervalles. Ainsi B est mesurable. En
plus, f est continue et bornée sur B; donc f € R(B).

ii) Fubini. L’ intégration verticale d’abord [ < 1l cosh(ﬁ)dy) dr ne méne
a rien, parce qu’'on ne peut pas donner explicitement une primitive de la
fonction y — cosh ﬁ Donc on n’a pas d’autre choix que d’utiliser d’abord

I'intégration horizontale:

2 y+1 . 2 Lt
I= / (/ cosh dx) dy = / [(y + 1) sinh ] dy =
y=0 r=y>—1 Y+ 1 y=0 Y+ 1 r=y2—1

P

4
/ (y + 1)(sinh 1 — sinh(y — 1))dy = 2e — —.
0 e

e Calculons l'aire de la surface A de R? délimitée par les courbes y?> =
2pz, x° =2py (p > 0).
i) Cherchons les bornes d’intégration:

2
points d’intersections des courbes: 525—; = \/2pr &= 2px = (52”—;) = gt =
plr <=3 =8plollr=0 < xr=2pounz=0.

ii) A est mesurable, car JA est la réunion négligeable des deux graphes

suivants: G1 = {(z,y) : y = 2px,0 < x < 2p} et Gy = {(z,y) : y =
2*/(2p),0 < x < 2p}.

iii) mes A = [, 1d(z,y) = ;:0217 (fyy_:ﬁldy> dr = f02p(\/2px — ;—;)dm =

4 2
3P

o Calculons I = [, zyzd(z,y, z) si
A:{(x,y,z)€R3:O§x§1, 0<y<z 0<z<uz}.
On a:
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r=1z=x y==2

]:///a:yzdydzdx:

=0 z=0 y=0
rx=1z=x r=1z=x
1 2\ |Y=% 1 4
(§:szy )}yzo dzdr = —x2° dzdr =
=0 2=0 () 2—0
1 4|7=x 1 5 1
/gxz } _de:/éﬂfdx:@
=0 0
ou
=1 =r rz=x
I= [, yyzo fz:y ryz dzdydr =
=1 =x 2=
- fx:O yy:() ($y%22)‘zzydydx =

r=1 py=x, 23 T3
= fgj:() fy:() (Ty - %)dydx -
—1,.3 =
= [imo (59" — )] pdw =
1,.5 5 1.5
= fo (7 — §)de = fo Tdr = %'

6. Principe de Cavalieri et volume de corps rotationels

Calcul du volume |B|,41 := [31 da d'un corps dans R"™! en utilisant la
méthode de Cavalieri:

]

N
v

B “corps solide” de R

A

FI1GURE 8. Principe de Cavalieri

Soit B C R™™! = {(x,2) : x € R", 2 € R} un ensemble quarrable (mesurable
au sens de Jordan) ”coincé” entre les hyperplans z = a et z = b, a < b.
Supposons que Vzy € [a,b] I'intersection B,, de B avec I'hyperplan z = 2z
soit quarrable dans R". Alors [a,0] — R, 2 = [, 1dz = |B,| est intégrable

sur [a,b] et |Blyy1 = [p1d(z,2) = ff |B.|, dz.
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(Découle de Fubini)

Exemple

5

boule

cylindre

FIGURE 9

C est le cylindre {(z,y,2) € R3: 22 + 9% < 1,0 < 2z < R}. Alors

|C|3:/1dxy, / / 1dz—/ mdz = 1R.

2+y2<1
B est une boule de rayon R: La mesure étant invariante par rapport aux
translations, on peut supposer que

.2 2 2 2
B={(x,y,2) ;2 +y* + 2 < R°}.
projection de B dans le plan [xz] donné par I"&équation y=0

o (z,

R

7+ p0(2)" =R

FIGURE 10

e foaenr= [, ]

2+y2<p

Alors
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ou p(z) = vV R? — 22. Donc

R 1 2=R
|Bl3 = / m(R* — 2))dz == (2R2 — —23>
-R 3 z=—R
1 4
= m(2(R’ — §R3)) = 57733.

Calcul du volume d’un corps rotationel dans R?.

FIGURE 11

Soit 7(z) : [a,b] — R continue. Une rotation autour de I’axe des z nous donne
le corps rotationnel

B ={(z,y,2) €R3:\/x2+y2§r(z),a§z§b}.

Alors B est quarrable et |Bl|3 =7 f ) dz.

Preuve. — Utiliser Cavalieri: |Bl3 = fa |B,| dz, ou B, est un disque de
rayon r(z), donc |B.|s = 7r?(2).

7. Changement de variables dans les intégrales multiples

Soit P le parallélogramme formé par les vecteurs A et B dans R2 (%f et
B linéairement indépendants) Alors laire de P est mes P = hHB||
sin HHAH |B||, ot 0 est I angle entre A et B. Comme le produit scalaire A -
ou <A B> de deux vecteurs A = (al) et B = ( ;) est lié a 0 par la formule

ag

UUl I

_ (4B
1A 1Bl
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FI1GURE 12. parallélogramme

on obtient

mes P = a1b2 — a2b1 = det (al b1> = det(ff, é)
a9 bg

Rappel Soit B et C des vecteurs dans R3. Alors B x C (ou B A 6) est le

produit vectoriel de BetC.

Ceci est l'unique vecteur ¢ orthogonal au plan formé par B et C tel que
{B,C,7,} est de sens direct et ||7]| = ||B]|||C||sinf, ot 0 est I'angle entre
B et C; notons que si B = (b1, b9, b3) et = (c1, o, c3), alors que

g X C_: = (6203 — Cgbg, Clbg — bng, b102 — Clbg);

une formule a memoriser en développant le déterminant suivant par rapport

a la premiere ligne:
gk
by by b3

C1 C2 C3

y

FIGURE 13. parallélépipede

Soit Q le parallélépipede formé par les vecteurs A, B et C, ot {ff, B, 5} est
un systeme libre. Alors le volume de () est donné par:

mes Q = |h|- || B x C|| avec h = || A]| cos 1, ot ¢ est I'angle formé par A et 7,
la normale au plan formé par les vecteurs Bet C.
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Ih| = | <E, ﬁ> | = |A- | (produit scalaire).
Donc: mesQ = A7 |[BxC|| = A [Hé x C| ﬁ} = A-(Bx ) = det(4, B, C).

~

=BxC

Autre interprétation: Considérons l’application linéaire L : R?* — R3
avec L(1,0,0) = A L(0,1,0) = B, L(0,0,1) = C. Comme les vecteurs
fT, é, C sont linéairement indépendants, L est un difféomorphisme linéaire.
L’'image du pavé unité C' = {(x,y,2) € R* : 0 < x,y,2 < 1} par rapport
a l'application L est le paralleleplpede () ci-dessus. Le volume du pavé
unité est donc multiplié par det(A, B,C). Donc: mesQ = fQ ld(u,v,w) =

Jo Lldet(A, B, C)ld(z,y,z) ot (u,v,w) = L(z,y,2) et Q = L(C) resp.
C = L7}(Q). Notons aussi que la dérivée L' de L est la matrice constante
(A,B,C).

On va généraliser cette formule pour des difféomorphismes quelconques.

Théoréme 7.1. — (transformation de variables)

Soient U et V' deux ensembles ouverts et mesurables dans R" (en particulier
U et V sont bornés). Supposons que ® : U — V soit un difféomorphisme
lipschitzien de U sur 'V, i.e.

x O© = (Py,--- ,D,) est continument différentiable sur U, donc & €
clU, V),

x & est une bijection dont linverse ®~1 est continiment différentiable sur
V, donc @1 € CL(V,U),

x  ® satisfait une condition de Lipschitz, i.e. il existe une constante M € R
tq

|P(z) — ()| < M||z —2'|| Vz,2’ €U.

Alors pour toute fonction f bornée et intégrable sur V', la fonction

(f o ®)|det @| est z'ntégmble sur U et on a:

fy Fw)dy = [, (f 0 ®)] det &'(x)da.
En plus, l'image B = ®(A) d’un ensemble mesurable A C U est mesurable et
pour toute fonction f bornée et intégrable sur B = ®(A) on a:

[z fy)dy = [,(f o ®) |det P'(z)|dx.

Exemples (1) coordonnées polaires:

Soit U =]0, R[x]0,2x[ et V = {(rcosf,rsinf) : 0 <r < R,0 < 0 < 27} et
(y1,y2) = P(21,22) = (2108 T2, x18inx9). Alors ® est un diffomorphisme
de U sur V. On a: '
(I),(xth) _ CS)S T9 —XI1S11 X9
sin :r:2 Z1 COS T9

Jov i y2)d(y, y2) = [y 21 cos za, xy sinxy)xy d(z1, x2).

, | det ®'(x1, x9)| = z1. Donc:
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De facon plus commode on écrira pour 1 = r et 9 = 6. En posant x = r cos
et y = rsinf, on obtient donc pour toute fonction continue sur le disque
D = {(z,y) € R?: 22 + y* < R} que:

Ip [, y)d(z,y) = f]ovR[x}O,%[ f(rcos@,rsinf)rd(r,d)

Fubins 9250 fio f(rcos@,rsinf)rdrdd.

En particulier pour f = 1 on obtient 'aire du disque D de rayon R:
o mesD = [, d(z,y) = [ [X rdrdd = [ 12| 'd0 = LR*2m = 1 R2.

e Calculer [ = / (1 -2 —y?)2d(z,y).
x?24y2<1
On fait le changement de variables x = rcosf,y = rsinf. Alors

1 1 1
I'= 92;70 frlzo(l - TQ)_ErdrdQ = 027T(1 — r2)2(—%)2‘0d6 = 27.

coordonnées sphériques

[7] ¥
Y - e Yy
o { r je
FIGURE 14. coordonnées sphériques

x r cos f cos ¢
Soit |y | = | rcosfsing | ou0<r <R, —5<0<5et0<p<2m

z rsin 0
L’application S qui associe a (r,0,¢) le point (z,y,z) ci-dessus est un
difféomorphisme du pavé 0, R[ x ] — Z, [ x ]0, 27| sur une boule de rayon R

et centrée a 'origine dont on a enlevé un certain demi-disque (voir figure).
Notons que I'image du pavé fermé est la boule fermée.
La jacobienne de S est:
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cosfcosp —rsinfcosyp —rcosfsinp
S'(r,0,¢p) = | cosfsing —rsinfsing 7rcosfcosy
sin r cos 6 0
Donc det S'(r, 0, ¢) = 72 cos 6.
Pour toute fonction f continue sur la boule B = {(z,y,2) € R? : 22 +y*+2? <
R?} on obtient donc avec le théoréme de Fubini:

fB x y7 ZE’ » Y Z) =
= fgfi() f(g:_z fr*O f(r cos 6 cos p,r cos 0 sin ,r sin 9) 2 cos Odrdfdy.
= z Jr=
Le terme 72 cos 0 drdfdy s’appelle la différentielle sphérique.

Exemples
e Le volume de la boule B = {(x,y,2) € R?: 22 + y* + y*> = R*} est égal a

27 /2 R
|B|:/1 d(x,y, 2) / / / 1-72cosf drdfdo =
B = :—71'/2 r=0
2w
/ / cos@— dd dy =
:—7T/2

? Lp_o[smﬁ]w/ 1ol =
2 2m 4
R’ dp = —TR>.
3 /:O v =37

o / 2d(z,y,2) =
x2+y2+22<1

fe—_, f (r?sin’ 0)r? cos 0 drdfdyp =
<p:0 fe—_, [- } cos 0 sin 6 dfdyp =

:%ﬂfe Wcosesm 0 df = 2= [sm 9] = %.

FIGURE 15. coordonnées sphériques, boule translatée

o Calculer I = [, Va2 +y?+ 22 d(z,y, 2) ol
B={(z,y,2) € R®: 2® +y* + 2 < z}.
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Ona: B={(x,y,2) € R : (a2 — 1) 492+ 22 < 1},
Coordonnées sphériques: 72 < rcosf cos¢p <= 0 < r < cosfcos¢ ou 0 €
]_%75[7 ng]—ﬂ'/? 7T/2]

Donc I = (;r/:/Q fg__, C_OSGCOS¢Tr cos @ drdfde =

=fl/2_ﬂ/2f9_ s [ 4}“159“’” cos 0 dfde =

= 3 [, Jycos®Ocos' 6 dbdo = L ( [, cos oo ) ( [, cos’ 0 db).

e (alculer le volume de la partie de la boule

2 a2 1L 52 < 42 inclies danc 1a ny]indre (x — %)2 + y2 < 4

¥

FIGURE 16. boule-cylindre FIGURE 17. base

Déterminons d’abord 'intersection D du cylindre avec le plan zy, d’équation
z =0

D={(z,y) €R?: (z— 22 +y> < L}

Pour (z,%) € D on a Iéquation de la sphere: z = +1/a2 — 22 — y2.

Donc le volume cherché est 'intégrale
2

aQ_xQ_y
I:/(/ 1dz)d(x,y):
D _ a2—m2—y2
=2 [, \/a? — 2% — y?d(z,y).
Coordonnées polaires: x = rcosf, y =rsinf ou —% <0 <
co

2
D:2?4+ 1y —ar<0<=r’—arcosf <0< 0<r<a
Donc I = ff__f aCOSQQ\/aQ — r2rdrdf =

— 4[5 [reo? \/7 drdf =
_ fog <__ 9o 7”2)% acose)Cw _

0

= 3a’( fo sin® 0df) = 3a3(5 — 2).

Q o

(9

Coordonnées elliptiques

, r=arcosf 0<6<2r
Ellipse ,
y = brsin@ 0<r<i1
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E={(r,y) eR?: 5+ & <1},

Calculons l'aire de cette elhpse:
mesk = fEld x,y) =

Jr Oz
— ‘det( %)‘d(fr,@):
00

87“

_r2r 1 |acost —arsinf B
- Jo=0 f =0 hsin® brcosé d(r 0) =
9%0 (f abrdr) df = 27T“br 0_ mab.

D Intégrales impropres

ex. 1 7fonctions non bornées”
) T>O a>0 B = {(x y)€R2:$2+y2§r2}.

fB @™ xy e, y) fB x2—|—y a/z
Pour quelles valeurs de o cette intégrale impropre existe?

Soit B. = {(z,y) € R? : ¢ < y/a2 4+ y% < r}. La fonction f(z,y) =

est bornée et Continue2 sur B.. Alors

fBE f(xay)d(xay) = " f;ap“pdpde_
ro1

= 27 fg o T dp =

{27Tlogp}r sia=2

—a+2 .
2L |r sta>2oul0<a<?2
2m log * sia =2 e—0
- 2 2—« 2—« :
2—(7’ —¢ ) sta>2o0ul0<a<?
—Q
00 sia> 2
2T p2-a i< <2
2—«
d(z,y) :
Conclusion: fBW existe <= 0 < a < 2.
N d(x1,x2, -, @ .
Dememe:/ ------ / (21, ’a  Tn) existe <= 0 < a < n.
B(0,r)CR™ |||

ex. 2: fonction bornée, domaine d’intégration non borné
o = / e (2, y) =
RQ

. (22
= limp o e d(x,y) =
x2+y2<R2

= hmR_,OO/ / " rdrdf =
0 r=0

=21 limp o fo re™" dr = 2#(—%) limp o™

Mais on a encore:

1

(224y2)o/2
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R—o0
llmR_>oo fsz |:f_f£R e—x2_y2dw:| dy —
L R _,2 R 2,1 (oo g2, \2
—llmRHoo{f_Re de [The ydy} = <f_ooe ds) .
Donc [pe ¥ ds=/met [[Te ds= ‘/7%

(Ceci est important pour la théorie des probabilités).

I = lim / e*(zzﬂﬂ)d(x,y) Fubind
max{|z],]y[} <R

ex. 2 Soit f(x,y) = m, a > 0. Alors f est une fonction non bornée

sur le disque unité.

faj2+y 201 [ (@, y)d(z fo 1— frdrdQ

slr —3
:27Tf0md 21 fO ) 1dS_I

1
1-s 1 1 1-s 1 2 : :
B = 5 t o—s) > @—a si0<s § 5, ON voit que I existe

1 : : o : :
— fo Siads existe. Mais cette derniere intégrale existe si et seulement si
0<a<l.

Comme

8. Courbes

Définition (1) Soit I = [, 5] C R un intervalle borné et fermé (donc com-
pact). Un arc, ou chemin, ou une courbe v dans R” de classe C* est I'image
®(I) d’'une application ¢ : I — R" dont les composantes ®; (j = 1,--- ,n)
sont continment différentiables. L’application & = (®q,--- ,®,) s’appelle
une paramétrisation ou un paramétrage de .

(2) Si une paramétrisation ® d’une courbe v satisfait ®(«) = ®(3), alors on
dit que v est une courbe fermée.

(3) Si ® est injective sur I, i.e. ®(t1) # D(t2) pour a <ty < to < 3, alors on
dit que v = ®(/) est un arc de Jordan.

(4) Si @ est injective sur [a, O] et satisfait ®(a) = (), alors v est une
courbe de Jordan (fermée).

(5) Si " = (P),---,P)) # (0,---,0) en chaque point de I, alors on dit que
larc v = ®(1) est lisse.

ex. o Le cercle ®(t) = (cost,sint), 0 <t < 27 est une courbe de Jordan
(fermée) lisse.

Le cercle parcouru deux fois est paramétrisé p.ex. par:

O (t) = (cost,sint), 0 <t < 4m.

e I’hélice circulaire: ®(t) = (cost,sint,at), 0 <t < M.

Définition Soit @ : [«, 5] — R" une paramétrisation d’une courbe dans
R™.  En plus, soit J = [/, '] un deuxieme intervalle et h : J — [ un
difféomorphisme de J sur I. Alors ’application ¥ = ®oh : J — R" représente
le méme arc (W(J) = ®(I)). On dit que I'un est obtenu par l'autre par un
changement de paramétrage. Associée a un paramétrage d’un arc ~ est un



22

sens d’orientation de ce dernier. On dit que ®(«a) est le point initial (point de
départ) et ®(3) le point terminal de I'arc . Donc l'arc 7 : [a, f] — R", t —
®(t) est parcouru de ®(«) a ®(F). Le sens d’orientation est conservé par
un changement de paramétrage avec h’ > 0. Si on considere le paramétrage
U(t) = ¢(—t+a+0), a <t < g, alors larc v = ®a, 5] = Y]a, F] est
parcouru en sens inverse. On note cet arc par v~ —c’est le chemin inverse.

Définition (1) La longueur d'un arc vy donné par le paramétrage t — ®(t) =
(P1(t), -+, Pu(t)), t € I =[a, ], est donnée par 'intégrale

= SN @)t = [ /S @02 d

(2) Si l'arc est donné par I’équation cartésienne ®(t) = (¢, f(t)), a <t < S,

alors
= [IVIFIFWOIE dt
ot f=(f1,--, fu1)

(3) Si arc v C R? est donné par ses coordonnées polaires, r = r(f), 6; <
9 < 92, r € Cfy, 0] ,alors

fa V2 (t) + 72(t)dt.
Dem (1)

n=2 &)= (x(t),y(t)). Soit a =ty < t; = [ une subdivision
de [a, (] et posons z; = x(t;) resp. y; = y(t ) Alors

Lj~ \/(xjr1 — 2;)* + (yj+1 — y;)*. Donc
L(y) =22 Lj = 22(tjm — tj)\/(%)g + (‘211%)2 =
= St~ )y PO + [ )

En passant a la limite max1<j<n tj+1 — tj| — 0, on obtient que

— [P /2 () £)2dt.
®) 00) - (zﬁz;) - (rizﬁ ine): 90~ (e o)

= fe (7’ cos? 0 + r?sin? 0 — 2rrcosfsin®) + (#2sin®0 + 2 cos? O +

27 cos@sin@)) do =
\/r2 + r2(6) d6.

Remarque La longueur d’une courbe ne dépend pas de son paramétrage:
Soit h : [/, '] — [a, f] homéomorphisme, ¥ = ® o h et b’ > 0. Alors

T2 I e = 2\ )t =
= [/l e Bt =
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= o [ ()P B ()t
S @ ()2 ds = [ lads.

ex o O(t) = (rcost,rsint), 0 <t < 2w Alors
L(y) = 027r V(rcost)]? + [(rsint)]2dt = 27r.
e C(Cercle parcouru n-fois:

O(t) = (rcost,rsint), 0 <t < 2nw. Alors

L(y) = [ /[(reost) 2 + [(rsint)2dt = 2nmr.

Ou, en utilisant une autre paramétrisation:
®(t) = (rcosnt,rsinnt), 0 <t < 2.
= fo% V(rcosnt)]? + [rsinnt)|2dt = 27rn,
e spirale logarithmique: r(0) = ae*’, k > 0,
91 S 0< 6y a>0.
f092 Va2e2k0 1 21202k0h —
2/ (LT E2)ed0 = a1+ k2 [, etdf =
= a\/l + k2 [ze"? 62 = 2V/1 + k2 (eF2 — M) — 24/1 + k?e2 i 0 — —oo.
o O(t) = (2t,t2), 0 <t < 1. Posons y(t) =t z(t) = 2t. Alors y(t) =
2 2
(M> . Equation cartésienne de la courbe: y = %, 0 <z < 2.

2

= Jo VI+y2@)de = [ \/1+Fde
ou blen
= VIO + (@) 2dt = [, VA+42dt = 2 [ V1+ 2dt = V2 +
log(l +12).

Définition Soit ® : [, 3] — R" une courbe lisse; i.e @ € Cl([a, f]) et
®" £ 0. Pour a < tg < [ posons s(ty) = L(P([a,tp])). Alors s s’appelle
I'abscisse curviligne.

On a:

s(t0) = [2°]1/(2)adt.

C’est une fonction strictement croissante, et continument différentiable sur
[, B]. En plus, §'(t) = ||®'(¢)||2 > 0. Donc l’inverse de s, notée par g, existe
sur lintervalle [0, L(7)] et ¢'(S) = S,(gl(s)) H<I”( 7 pour ¢ = g(5) <= 5 =
s(t). Notons que go s = so g = id.

Considérons l'application ¥ : [0, L(y)] — R", s — ®(ty) si ty est choisi tq
s(to) = s. Notons que ty = g(s). Donc ¥U(s) = ®(g(s)). On appelle ¢ la
paramétrisation de la courbe vy par rapport a I'abscisse curviligne s.

V(0) = @(g(0)) = (), W(L(7)) = (g(L(7))) = 2(5).

On a: ||¥'(s)]|s = 1 parce que:

W(s) = (® 0 g)'(s) = P'(g(5))g'(5) = P(g(s)) g
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En particulier on a: L(¥([0,s])) = [, ||¥/(0)l2do = [; 1do = s.

ex. o Le cercle: ®(t) = (cost sint), 0 <t < 2xw. Alors
:gwmmwtj5¢—mt+@%wﬁ:m

donc ce paramétrage du cercle (avec 'angle en radian) est déja le paramétrage

par rapport a 1’abscisse curviligne.

1,2
st
e Déterminer le paramétrage de ®(t) = ( 2 ),
®) S(L+1)32

0 <t <1, par rapport a I’abscisse curviligne:
y(z) = 2(1 4+ v22)32, 0 < a < 1, est la représentation cartésienne de la
courbe.
s(to) = [° \/t2 F 201 +t)2]2dt = [°VE+ At +4Adt = [°(t +2)dt = 12 +
2ty.
L(y) = s(1) = 2. Calculons I'inverse g de s(t):
s:%t2+2t<:>t2—|—4t—23:0<:>t:—2:|:\/23—|—4. Comme ¢t > 0, on
voit que g(s) = =2+ v2s+4, 0 <s < % Donc:
4+ 5—2v4+2s

U(s) =P(g(s)) = 2

=D (14 (2 v )
On a: || U'(s)|2 = 1 Vs € [0, 2]; vérifier !

II Intégrales curvilignes

e Soit v un arc dans R" et soit f : v — R une fonction continue sur v =
®([a, 3]), ® € CY[ar, 3]). Comme f est bornée, on peut définir I'intégrale
curviligne, type premier

= [, fds = [} F( @)1 ()]0t
ds s’appelle la diﬁerentlelle curviligne et on a:

ds = ||®'(t)||» dt.

Interprétation géométrique dans R?:

I est 'aire de la surface S, donnée par le graphe de f si f > 0:

§ = {(x(t), y(). F(x(D).y(1) s 0 < ¢ < B},

e intégrale curviligne du deuxieéme type: (intégration de champs vectoriels

définis sur des courbes)

Soit v une courbe dans R" donnée par le paramétrage ®(t) = (®1(t), -, Pp(t)), @; €
CY([ev, B]) et soit f :y — R™ une fonction (ou un champ) vectorielle définie

sur 'arc v avec valeurs dans R™ . Supposons que f = (f1,---, fn) soit
continue. Pour x = (x1, -+ ,x,) et dv = (dxy,- -+ ,dx,) on définit:

o ) - de = [T fidu; =
= [ S0 £(@()(t)dt.
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Interprétation en physique: f7 f(x) - dx désigne le travail effectué par un
point soumis en chaque point x de v a une force f(x) lorsqu’il parcourt
l'arc v (électron dans un champ électrique, point de masse dans un champ
gravitationnel....)

Remarque (1) Les intégrales curvilignes ne dépendent pas du paramétrage
de la courbe donnée si A’ > 0.

(2) L’intégrale curviligne du deuxieme type change de signe si on integre sur
le chemin inverse:

S, f@) de=— [ f(z)-dw.
ex. e Soit v donnée par ®(t) = (ti), 0<t<l1,et
(E2 1\, \
flxy) = (12) = (%), ot (z,y) € .
Notons que la courbe est une parabole déquation cartésienne z = (y+1)2, 0 <
x < 1resp. y =+/x — 1. Alors pour z(t) = t* et y(t) =t — 1 on obtient:
dx = 2tdt et dy = 1dt. Donc
[, f(e.y) - d(z,y) = [ (fide + fady) =
= ! [t4(t 12+ (24t - 1)1] dt = —2.
Définition Soit U C R” un ouvert et f = (f1,--- , f,) un champ vectoriel sur

U. Une fonction réelle F' : U — R est appellée primitive ou potentiel de f si F’
est différentiable et satisfait grad F' = f sur U, i.e. % =f;, G=1,---,n).
J

Remarque Comme dans le cas d’une variable, toutes les primitives sont
données par F' + ¢, ou c est une constante. Mais contrairement au cas d’une
variable, il existe des champs f = (f1, -+, f,) de fonctions continues sur U

qui n’ont pas de potentiel.
ex. o U=R3\{(0,0,0)},
f(w,y,2) = (=5,—5%,—3), ou 22 +y? + 22 = r?. On vérifie aisément que

3
F(z,y,2) = \/ﬁ = % est un potentiel de f.

Théoréme 8.1. — (1) Soit U C R"™ un ouvert et f = (f1, -+, fn) un
champ continu sur U. Alors les assertions suivantes sont équivalentes:

(i) f admet un potentiel F' sur U.

(i1) f7 f(x) - dx ne dépend que des points initiauz et terminaux des courbes 7y
dans U, 1.e. si a,b e U et sty et vo sont deur courbes joignant a et b dans

U, (i.e. P1(a) = Dy(a) = a et P1(B) = P2(8) = b), alors f% f(x) - de =
f'yQ f(x) ) dx

(117) f7 f(z) - dx = 0 pour toute courbe fermée.

(2) Supposons que U est connexe par arcs (i.e. siVa,b € U il existe un arc
Yap dans U joignant a et b), et que (ii) ou (et) (iii) est satisfait. Alors une
primitive est donnée par:

F(x) = f%m f(y)-dy ot a € U est fixé.
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(8) Si F' est une primitive du champ continu f, alors f7 f(x)-dex = F(b) —
F(a), ot a = ®(«a) est le point initial et b = O(F) le point terminal de l'arc

- q)([aaﬁ])

Théoréme 8.2. — conditions nécessaires explicites
Soit U C R™ un ouvert, f = (f1, -+, fn) un champ sur U tq f; € C*(U), (j =
1,---,n). Supposons que f admet une primitive sur U. Alors on a:

of; 0 .
5_3];:8_{3]; (]7k:177n)

(Ce sont les conditions d’intégrabilité).

Dém. Soit F': U — R une primitive de f, i.e. grad F' = f. Alors = fj.
Donc, d’apres Schwarz:
ofi _ 9*F _ _9*F _ O

Or, ~— Ox;j0x,  OxpOx;  Oxj°

(Notons que f; € C1(U) implique que F' est de classe C?.)

Remarque: Les conditions d’intégrabilité ne sont pas suffisantes pour que f
admet une primitive (voir I’exemple plus tard). On a besoin d’une condition
géométrique sur le domaine U':

Théoréme 8.3. — Soit U C R" un ouvert convexe, (i.e. Ya,b € U, le
segment [a,b] = {tb+ (1 —t)a: 0 <t <1} CU), et soit f = (f1, -+, fn) un
champ tq

(1) f € C*(U,R")

of; _ Of (=
(%) =5 Gh=1-n)

Alors f admet un potentiel sur U.

Pourn =3 et U =R3 on a les équivalences suivantes:

Un champ f = (A, B,C) € C*(R?,R3) a un potentiel <= rotf = 0, ot rot f
est le rotationel de f défini par:

0B 0A 80 0B 0A

t gk
9 90 9
dr Oy O0z|°
A B C

ex. o U=R? f(z,y)= 22y +1,2?).
Est-ce que f admet un potentiel sur R??
(0) R? est convexe
(1) f € CH(R?, RQ)

0(2ay+1 L 92
(2) (BZ+)_2 o 81‘
Calcul du potentiel:

gradF:fﬁ{FI;%ry;rl <Z) %F(w,y):x2y+x+0(y):Fy:
y =< (22)
(i)

22+ C'(y) 2 a? = C'(y) = 0 = Cly) = C.
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D’ott F(z,y) = 2%y + x + C sont toutes les primitives de f sur R2.
vérifier!

o U=R\{0.0)}, f(r.0) = (e ) = (. fo).

Est-ce que f possede un potentiel dans U?

o Oh _ @)y . _yi-a?

9y (z2+y2)? (2%+y?)?”
Afs _ *+y’—a(22) _  y’—a’ Afs _ 9h
ox — (2%+y?)? (:c2+y )2 donc dx T Oy

x Nous ne pouvons pas appliquer le théoreme 7.3 parce que U n’est pas
convexe.

*  Sur le cercle unité O (t) = (cost,sint), 0 <t < 27 on a:

ffxy ff1d$+f2dy—

= fo [ f( Cost,smt)(— sint) + fo(cost,sint) cost|dt =

= fo%(sinzt + cos? t)dt = 27 # 0,

donc, d’apres théoreme 7.1 f n’admet pas de primitive sur U.

* Cependant, si U’ est le demi-plan droite, i.e. U’ = {(x,y) € R? : z > 0},
alors f admet une primitive sur U’, car U’ est convexe et les conditions
d’intégrabilité sont satisfaits.

Calculons cette primitive: F, = x{fyz, F, = ;ﬁLﬂ/? Donc F(x,y) =
f 2+y d.fC fm = f ﬂ ( %) dr = arctan% —|—O(y)
Comme F, = 1+(£)25 + C'(y) = %erg, on déduit que C’(y) = 0. Donc

arctan £ + C, ot C' est une constante, sont toutes les primitives de f sur U’

9. Intégrales de surfaces

Rappel: Jusqu’ici: e Intégrales curvilignes
(7 courbe dans R", paramétrisée par O(t) = (Py(t), -+, Pu(t))):

() I=/[ fds=[]f(@()]|¥ )], dt

ou f:v— Rest contlnue

[:fvf(a:)-dx— j= 1f fi(z)dz;,
ol f: (f1,-++, fa) 1 v toR" est continue et dz; = @' (t)dL.
. intégrales multiples: (V mesurable dans R"):
fv x)dx, f:V — R bornée et continue.

Définition Soit D C R? un domaine délimité par une courbe fermée C!
de Jordan. L’image S = ®(D) d’une application ® : D — R3 s’appelle
surface non dégénérée si:

(1) ® = (1, Dy, P3) € CY(D,R?) N CO(D,R?),

(2) @ injective,

(3) le rang de la matrice jacobienne Jp = @’ est égal a 2 dans D (Notons que
Jo € M(3 X 2,R)




28

ex. ¢ D ={(u,v) € R*:u?+0v* < R?},

S = ®(u,v) = (u,v, VR —u2 —v?), (u,v) €D

Donc S est la demi-sphere de rayon R

{(z,y,2) e R¥: 2? +9y* + 22 = R? 2 > 0}.

A Calcul de l’aire d’une surface dans R3 .

Rappel: I'aire du parallélogramme donné par les vecteurs @ et b dans R? est
la norme euclidienne du produit vectoriel a x b.

Considérons le plan tangentiel a la surface S au point P = ®(ug,vg) =
(0, Yo, 20) donné par sa représentation paramétrique

T()\, )\l> =P+ A@u(uo, U()) + )\/(I)U(U(), Uo), AN eR.

L’aire du parallélogramme ci dessus est ainsi:

@, x @]

On définit donc l'aire de la surface S par

A(S) = [, @y x Dy d(u, v).

Si ®(u,v) = (u,v, f(u,v)) est une représentation cartésienne d’une surface

S, on a:
[Pu X @y = /14 f7+ f] (%)

(1,0, fu), ®, =(0,1, f,). Donc:

l%’
fu (_fua_fval)- Ainsi
Jo

Exemple Demi-sphere S: (u, v, vV R2 — u? — v2) = ®(u,v), v> + v < R? =

2 2 5 5
—U —v u* +v
b, xD,|| =4/1 — /1 _
| Dy x D, | \/+<\/R2—u2—v2) +(\/R2—u2—v2) \/+R2—u2—v2

R? R

fu,v)  flu,v)
R

Donc A(S) = /2+ e 0 U)d(u,v) =

R
drdf = —27rR(R? — r?)1/2| = 27 R2.
fo\/Rzirr TR( r?) . 77

Donc l'aire de la sphere de rayon R est 47 R

B Intégrale de surface

Définition Soit ® : D — R3 S = ®(D) une surface non dégénérée, et
f 9 — R une fonction continue et bornée. Alors

Js fdo = [ F((u,0)) [2u X Byld(, v).
dJ
En particulier, si f = 1, on obtient 'aire de la surface S.
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C Théoremes du calcul intégral

Le premier résultat nous donne une formule de transformation d’une intégrale
dans R? en une intégrale curviligne.

Théoréme 9.1. — théoreme de la divergence de Gauss-Ostrogradskii dans
R2

Soit D un ouvert connexe par arcs (i.e. YP,QQ € D,3 une courbe dans D
joignant P avec Q) tel que la frontiére 0D de D soit une réunion de n courbes
de Jordan fermées, disjointes 2 a 2, et continument différentiables. Supposons
que ces courbes vi,--- , v Soient orientées de telle facon que le domaine
se trouve a gauche du sens de parcours. Soit f = (f1,f2) @ — R? un
champ vectoriel continiment différentiable dans un voisinage €2 de D et soit
div f = % + %—J;Q la divergence de f; i.e. la trace de la Jacobienne Jy de f.
Alors

m

f-ndS:Z/ f - nds,

oD j=1"7

/D div f d(z,y) =

ot n est la normale unitaire extérieure le long des courbes y; et ds est
[’abscisse curviligne.

Soit @ = (P, Py) une paramétrisation d’'une de ces courbes orientées 7;.
Alors (@7, @) est le vecteur directeur de la tangente a ;. En plus, n =
(P5, — 1) by @)

/

= , — est la normale unitaire a ;.
@, —eD)l. ~ \ Vo7 + 7 Jm) J
Supposons que I' = ®([«, f]). Alors pour f = (f1, f2) on obtient:
fF f-nds=
= ) (1@ s + 20 i ) |2/ (0), i =
= J) (@) @4(t) — (@)D} (1) )dt =
= fr fidy — fadx
ou dr = P (t)dt et dy = DL(t)dt.

Corollaire 9.2. — (formules de Green-Riemann)
Soit D C R? un domaine comme dans le théoréme 9.1 et soit P,Q : Q D
D — R des fonctions réelles continument différentiables dans un voisinage

de D. Alors
0Q OP
= [ (220 iy
/aD v=| % ~ 3, (z,y)

Dém. Choisir f = (—Q, P) dans le théoreme 9.1:
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Jop(=Qdy — Pdw) = [,,(=Qu + F)d(,y).

Corollaire 9.3. — (1) Soit D un domaine dans R? délimité par une courbe
de Jordan, fermée et continument différentiable. Alors ’aire de D est donnée
par:

1
mesD = —/ xdy — ydz,
2 Jop

la courbe étant orientée positivement (=sens contraire d’une montre).

(2) St un arc de Jordan I' est donnée par les coordonnées polaires r =
r(0), 0y < 0 < 6, alors laire de la figure D' ci-joint est donnée par

I
mesD' = —/ r(0)do.
2 Jo,

u]

0

FIGURE 18. aire polaire

Dém (1) mesD = [, 1d(z,y). Posons Q(z,y) = = et P(z,y) = —y.
Alors, en vue de 9.2:

fDldxy 2fD\1/ \))d(xy)
Py

=1 [,p(—ydz + xdy).
(2) z(0) = r(0) cos b, y(0) =r(0)sinf. Donc xdy—ydx = ( 0) cos ) (r'(6) sin 0+

r(8)cos0) ) o — ((1(6)sin0) (r'(6) cos0 — r(6)sin0) ) db = (12(8) cos* 0 +
r?(0) sin® 0) df = r(#)do. Ainsi

mesD = [, xdy—ydx = (fp + f[OA] — f[OB]> (xdy—ydz) = feil r2(0)d0+0-0,
car l'angle 6 est constante sur les droites [OA] et [OB].

ex.e Calcul de Paire du secteur S = {rew 0<r<R,0)<0<61}:
mesS = L [, r2(0)d0 = LR2(6: — 6).

Si §y = 0 et §; = 27, on obtient 'aire du disque: 7R?.

e Soit D le disque unité 22 + y> < 1 et f(z,y) = (x+y, 2?). Calculer de deux
facons différentes [, divf(z,y)d(z,y).
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D) Jpdivf(z,y)d(z,y) =
=/ (am r+y) +§x2) d(x,y) =
= [p1d(z,y) =

ii) 0D, le cercle unité, est paramétrisé par ®(t) = (cost,sint),0 < ¢t < 27,
La normale extérieure est donnée par: (4(sint), —<%(cost)). Donc:

dt
fDdlvf z,y)d( fan nds =
= fo cost+smt,cos t) - (cost,smt)ldt:

= 027T(COSQ t + sintcost + cos? tsint)dt =

= fo cos® tdt = 2W(%)dt—ﬂ'

e Soit D la couronne
{(z,y) eR*: 1 <2’ +4° < 4}
et f(z,y) = (v +y,z%).
Calculer de deux facons différentes [}, divf(z, y)d(z,y).
i) [pdivf(z,y)d(z,y) = [,1d(z,y) = mesD = 47 — 7 = 3.

ii) I'y : (2cost, 2sint) 0 < t < 2m,

Iy : (cos(2m — t),sin(2m — t)) = (cost, —sint) 0 < ¢ < 2,
(faites attention a l'orientation)

ny = (Cost sin t) n2 (— cost, sin t) Ainsi

:(/ f'nd$+/ f-nds)
\Fl , \]-—‘2 .,
I 1A
ou
= f027r(2 cost + 2sint, 4 cos?t)(cost,sint)2dt = 4,
= fo%(cost — sint, cos?t)(— cost,sint)dt = —.

Donc I = I + I, = 3.

Théoréme 9.4. — théoreme de la divergence de Gauss-Ostrogradskii dans
R?’
Soit V. C R? un corps “solide” dans l'espace de surface S. Alors sous cer-

taines conditions, on a pour tout champ vectoriel f = (f1, fo, f3) continiment
différentiable dans un voisinage de V' la formule

/dlvfdxy, /f n do,

ou n est la normale unitaire extérieure a la surface S.
Si®:DCR?— R} (u,v) — ®(u,v) est une paramétrisation de S, alors

d, x &, Ainsi
n=-————. Ainsi
[Py X Dy |2
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/f-ndaz
S
(I)uxq)v

= [, [(®(u,v)) - B B, ([|[ @y x ®yll2)d(u,v) =
= fD f<q)<ua U)) ' ((I)u X (I)u)d(u,v).

En d’autres mots, I'intégrale de surface de la composante normale d’un champ
vectoriel f sur une surface S est égale a 'intégrale de la divergence de f prise
dans le volume enclos par la surface.

ex. o Soit V la demi-boule {(z,y,2) € R? : 2?2 + > + 22 < 1,2 >
0}, f(z,y,2) = (z,y, 2) et soit S la surface de V. S comprend deux parties:
Sy ={(z,y,2): 2> +y*+22=1,2>0} et

So={(z,y,2) : 2* +y*> < 1,2 =0}

Donc

[y divf d(z,y,2) = [, 3d(z,y,2) = 3mesV = 3(%7713)% = 2m,
Jsf-ndo= [y f-ndo+ [y f-ndoon

f51 f - ndo = fu2+v2§1 f("UJ,U, vV1— u? — U2>'

|:(1707 \/ﬁTU?) X (07 17 \/#TUQ)} d(u,v) —

- fD(u7 v, V1—u?—v?) (\/1321)27 \/1752,,027 1) d(u,v) =

= fD(\/l_lfﬂ_vz + \/1_1;2_1}2 + V11— u? — U2> d(u, U) =

= [ T d(u,0) = [0 [y Zirdrdd = =20/ T =12} = 27 et
ng f -ndo = fu2+v2§1 f(ua v, 0) : (0; 0, _1)d(u, U) = 0.

Définition Soit f = (f1, fo, f3) un champ vectoriel continiment différentiable
sur un ouvert € C R3. Alors le rotationel de f est le vecteur

_ _(9fs _ 0fs 0fi _ Ofs Ofs _ Of
rotf—fo_<a—;—a—;,a—;—a—;,a—;—a—yl>,

Ces coordonnées sont données par le schéma suivant:

i)
9 9 9
oxr Oy 0z|

i fo fs

Théoréme 9.5. — théoréme de Stokes dans R?

Soit I' une courbe de Jordan orientée, fermée et continument différentiable
dans R3 et donnée par la paramétrisation T : [a, 8] — R3. Soit S une surface
non dégénérée dans R?, donnée par le paramétrage ® : D C R?> — R3, et dont
le “bord” est égal a la courbe I'. Supposons que D est un domaine dans R?
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tel que la frontiére de D soit une courbe v de Jordan, fermée et O, donnée
par la paramétrisation U : [, 8] — R? tel que que 7 = ® o V.

Alors pour tout champ vectoriel f : S — R3 f = (f1, fo, f3) continiment
différentiable dans un voisinage de S, on a la formule:

Jp - (dz,dy,dz) = [, fide + fody + f3dz =
—fs(rotf) n do,

ou rot f est le rotationel de f et ou n est la normale unitaire “extérieure” a
la surface S.

En utilisant les paramétrisations, on obtient:

S ((rotf) 0 ®(u,v)) - heker @, x @, d(u,v) =
= fs((rotf) o @(u,v)) : <<I>u X @U) d(u,v) et
Jof - (dz,dy,dz) = [7 f(= '(t)dt.

En d’autres mots, l’mtegrale curvﬂlgne de la composante tangentielle d’un
champ vectoriel f prise le long d’une courbe I' de Jordan fermée est égale a
I'intégrale de surface de la composante normale de rot f prise sur une surface
quelconque S ayant pour bord la courbe I'.

ex. o Soit I' le cercle {(z,y,2) € R? : 2> + y*> = 1,2z = 0} et soit S la
demi-sphere {(z,y,2) € R3 : 22+ y?> + 22 = 1,2 > 0}. Alors I est le bord
de S. En se propose de vérifier le théoreme Stokes pour cette surface S et le
champ vectoriel f(z,y,2) = (y, 2, x).

Notons d’abord que S est paramétrisée par:
O(u,v) = (u,v,v1 —u2 —v2), u?> +0? < 1.
[

= (~1,-1,-1).

8 Y e

Yy
Donc [q(rotf) - ndo =
= [ (=1, -1, 1) ( o \/1_22_U2,1)d(u,v) _

- fu2+v2§1 (\/% o 1) d(uv 1}) -

_ (27 1 —r cosf—rsinf .
— Jo=0 fr:O [T — 1} rdrdf =

r;) (cos @ — sin 0)dbdr — 9220 frlzo 1rdrdd =0 — 7 = —.

- frlzo fogio ( =

([ ]
On a rotf = % (;Q
z
do
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D’autre part fr (dz,dy,dz) = [(ydx + zdy + xzdz) fo [(sint)(—sint) +
0+ 0]dt = —fo sin tdt = —

e Considérons maintenant comme surface le cylindre semi-fermé C =
{(z,y,2) eRP: 22+ 2 =1,0< 2z < R} J{(z,y,2) e R3: 22 +¢* < 1,2 =
R}. Notons que le bord est la courbe I' ci-dessus. On obtient

Jo(rotf) -ndo = [y + [,

ou M est le manteau du cylindre et B sa base supérieure.
[5(rotf) -ndo= [,(—1,-1,-1)(0,0,1)do = —mes B = —
Paramétrisation du manteau: ®(u,v) = (cos u, sin u,v),
0<u<2r0<v< R Comme @, = (—sinu,cosu,0) et &, =(0,0,1), on
a: ®, x &, = (cosu,sinu,0). Donc:

[is(xotf) -n do =
= focu<or (—1,—1,—1) - (cos u, sinu, 0)d(u,v) =

0<v<R

= — f U (cosu + smu)du] dv = 0.

Ainsi = fM + fB = —7m 4+ 0 = —m, donc de nouveau

fr (dz,dy, dz) fC (rotf) ‘n do.

o Considérons finalement la demi-sphere S_ = {(z,y, z) € R? : 224+y>+ 22
1,z < 0}. Elle est paramétrisée par:

O(u,v) = (u,v, —vV1 —u? —v?), u? + 02 < 1.

Comme dans ce cas la normale n a la surface est 'opposée de celle du premier
cas, on obtient

[s (rotf) -n do = — [y(votf) - n do = m. Calculons maintenant [ f

(dz,dy,dz), ou I est le bord de S_. Cette fois ci, il faut parcourir I dans le
sens inverse, ce qui donne la paramétrisation suivante:

7(t) = (cos(2m — t),sin(2w — t),0) et (dx,dy,dz) = (sin(2m — t), — cos(2m —
£),0) dt.

On voit que 7(t) = (cost, —sint, 0) et (dz,dy,dz) =

= (—sint, —cost,0) dt. Donc

[o [ (dz,dy,dz) = [o(y, z,2)(dz,dy, dz) = [, sin®tdt = 7.

10. Formes différentielles

A Applications multilinéaires

Soit ¢ : R" — R7 une application linéaire, i.e. ¢p(Au+Nu') = Ap(u)+No(u'),
ou \, N € R, u,u’ € R

D’apres le théoreme sur la représentation matricielle, il existe une matrice
A € M(gxn,R) telle que ¢p(u) = Au. Si g = 1, on parle d’une forme linéaire.
Dans ce cas on a:
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ha

A= (a1, ,a,), (aj €R) et Au=(ar,---,a,) | ¢ | => 0 ahy.
hy,

e formes bilinéaires: ¢ : R" x R" — R est dite bilinéaire si pour chaque

. R" — R . .
u € R” fixe, application ¢(u,-) : est linéaire, et si pour

v — o(u,v)
o R" — R o
chaque v € R" fixe, application ¢(-,v) : est linéaire.
u = ¢(u,v)
e formes multilinéaires: ¢ : R" x --- x R" — R est dite
r-fois

r-linéaire, si pour tout j € {1,--- ,r} et pour tous wui,- -, uj_1,Ujr1, - , Uy
fixes, les r applications

R" — R o
PUt, " U1, 8,81y Uy ) sont linéaires.

U= P(ur, -+ U1, Uy Ujgg,y e Uy

On dit qu'une forme r-linéaire est alternée, si elle change de signe quand on
permute deux de ses composantes:

G- Uiy sy ) = =B s U ).
(Notons que les u; sont des vecteurs dans R")

Notons aussi que ceci implique que si deux des variables u; coincident, alors
o(--+ ,u, -+ ,u,---) = 0 (parce que, en permutant ces deux variables, cette
image doit étre son propre opposé).

ex. o Evidemment chaque forme linéaire est alternée.

o r=mn: o¢ouy, -, u,) =det(ug, -, u,) =
hi1 hiz -+ hip
h21 h22 h2’n
hnl hn2 hnn

o 1< r<n: 1<y <g<--- <, <n

hll]. : hiﬂ"
hizl : h’ig?‘

ULy = Up) = E
¢(1 ) hi,«l ) hzrr
T T

Ceci sont des formes r-linéaires alternées sur R"”. Elles sont notées par
d:l?il/\dSUiQ/\ ce /\dil?ir

1<iip<ig<--<i,<n, 1 <r<n.
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A s’appelle le produit extérieur.

Proposition 10.1 (i) Supposons que 1 < r < n. Alors chaque forme
r-linéaire alternée ® sur R" est une combinaison linéaire de ces formes r-
linéaires canoniques, i.e.

(*) b = Zl§i1<i2<~-<ir§n aih... 7Z'dez'l/\d!flfiz/\ ce /\d.fir,

iy ey € R.

(7i) Sir > n, alors la forme nulle est la seule forme r-linéaire alternée.

Remarques: (1) Les nombres a;, ... ;. , 1 <i3 <iy < --- <14, < ns’appellent
les coefficients de la forme alternée (x).

(2) Sir =1, on obtient donc qu'une forme linéaire  s’écrit comme

hy
® =377 a;drj, en d’autres mots ®(u) = ®(| : | =D 77 a;h;.
hy,
Dém. de (ii): Soit {e1,--- ,e,} la base canonique de R" et supposons que
ug, -, ur € {eg, - ,e,t, ¥ > n. Alors au moins deux des r variables
uy, -+ ,u, coincident. Donc @(uy,--- ,u,) =0. Comme & : R" x --- x R" —
r>n

R est déterminée de fagon unique par les images des bases canoniques
{e1, -+ ,e,} de R" on conclut que & = 0.

Définition (1) Soit 1 < r < n. Si les coeflicients a;, ... ;. d’une forme
r-linéaire alternée ® sur R” sont des fonctions a n variables définies sur un
domaine €2 C R", alors on parle d’une forme différentielle de degré r sur ).

(2) Si r = 0, alors, par convention, chaque fonction réelle f : Q@ C R" — R
est considérée comme une forme différentielle de degré 0.

Récapitulatif ¢ a(y) : Q@ CR" — R (forme différentielle de degré 0)
o w = a1(y)dxy + as(y)dzy + -+ - + an(y)dx, (forme différentielle de degré

1),
® Wy =) i ciyen Girin(Y)dTi nd, (forme différentielle de degré 2)

Ici a(y), a;(y) et a;, 4, (y) sont des fonctions définies sur 2 C R™.

Cas spéciaux:

n=2: w; = Pdr+Qdy (P,Q:QCR?—R)

degré 1,

n=3: w;=Pdr+Qdy+ Rdz (P,Q,R:QCR>—R) degrél,
wy = Pdynrdz + Qdzrdx + Rdxnady — degré 2,

ws = P(dxadyndz)  degré 3

(Faites attention a I'ordre cyclique des variables).

Regles de calcul
(1) Deux formes différentielles €2 et ' sur R" sont égales si elles ont le méme
degré et si leurs coefficients sont égaux.
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(2) deindr; = —dxjadx;, et dradx; =0,

(3) produit de deux formes différentielles:

a) produit avec une fonction a (=forme différentielle de degré 0):
Q- w=a- ) Gy i, dTi A ndTy, =

= Z(z) a Ay gy, J-deilA s /\dﬂ?ir,

b2 W = Z(z) ail,i%...%dmilA s /\dZUZ‘T, (deg 7’),

W = Z(J) bj1,j2,~-~,jquj1/\ ce /\d$jq, (deg q),

alors Qaw' =

E E CLZ'M‘%... 7irbj17j27'" ,jquil/\ s /\de‘ir A\ d$j1/\ s /\dl’jq,
@) )

ou Z(i) veut dire qu’on fait la sommation sur tous les multi-indices ordonnés
1<ip<ig<---<ip,<mydemémepour (j): 1 <j1<jo<---<j, <.
Le produit extérieur Qaw’ d’une forme différentielle de degré r avec une forme
différentielle de degré g est donc une forme différentielle de degré r + q.
Attention: le produit extérieur n’est pas commutatif!
(4) Q' = (=1)"W'AQ si degw =7 et degw’ =1
(5) QW) = (Qaw')aw” (associativité).
ex. Dans R3:
o w = 2derdy—(3z+y)drrdz+5dyrdr—e*dzrdy = (2—5)dxrdy+e*dyrdz+
(3z + y)dzadx (deg=2).
o (Pdr+ Qdy + Rdz)A(P'dx + Q'dy + R'dz) = PQ'dendy + PR'dxndz +
QP'dyrdr + QR dyrdz + RP'dzndx + RQ'dzndy =
= (PQ' — P'Q)dxndy + (QR' — Q'R)dyrdz + (RP' — R'P)dzndzx.
Les coefficients de cette forme de degré 2 sont les coordonnées du produit
vectoriel (P,Q,R) x (P',Q",R') = (QR' — Q'R,RP' — R'P, PQ' — P'Q).
e Dans R?:
w=Pdr+Qdy, o' = Pldx+Q'dy — Q' = PQ'derdy+QP dyrdx =
(PQ' — P'Q)dzndy,

: , . , : P Q
Le coefficient de cette forme de degré 2 est égal au déterminant de P Q)
Waw = P'Qderdy + Q' Pdyrdr = (P'Q — PQ")dxndy = —Qa'.
Soit en plus W’ = P"dx+Q"dy. Alors (Qrw' )" = ((PQ’—P’Q)dxmly)A(P”dx/\Q"dy) =
(PQ" — P'Q)P"dxrdyndx + (PQ' — P'Q)Q"dxrdyrdy = 0.
B différentielle extérieure d’une forme différentielle
Soit 2 C R" et soit €2 une forme différentielle de degré 0 sur €2, donc w = f.
Supposons que f € C1(Q,R). Rappelons que la différentielle de f en zg €

est 'application linéaire d,, f donnée par u € R" — grad f(z() - produs matricielie),
i.e.
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hi

~ 9 f(x)
HZ 8$j hj.

h,, j=1
Donc df =3 7. 161: L dz;.

Ceci est la différentielle extérieure de la forme différentielle €2 de degré 0.
Cette nouvelle forme différentielle a le degré 0 +1 = 1. En général:

Définition Différentielle extérieure
Soit
W = Z Qi ig,-- ’irdxil/\dxiZ/\ s /\dxir
(i)
une forme différentielle de degré r sur 2 C R"™. Supposons que les coefficients
iy iy i, soient dans C1(Q,R). Alors la différentielle extérieure de Q est la
forme différentielle

dw = E daim‘%... A N dl‘il/\dIiQ/\ te /\dilj'ir.

Elle a le degré r + 1.

ex. o n=2

w= Pdr+Qdy (degw =1) = dw = dPrdx+dQnrdy = (@dx + %—gdy) rdz+
( dz + dy) rdy = Ldynde + Wdundy = (—Q . @)d:mdy

e n=23

(i) w=Pdr+Qdy+Rdz (degw =1) = dw = dPnrdz+dQrdy+dRndz =
= <%—§ — %) dyndz + <% — %—5) dxady + (%—]: — %)dwdw.

On voit que les coefficients de df2 sont les composantes du rotationel du

champ vectoriel (P,Q, R), i.e. si dw = Adyndz + Bdznrdx + Cdxady alors

(A,B,C) =rot (P,Q,R) =V x (P,Q,R), ou V = (5, %, 2).

(ii) w = Pdyndz + Qdznrdx + Rda:Ady (deg w = 2) = dw = dPndyrdz +

dOrdzndz + dRndzndy — ( de + 2dy + f‘”’dz) rdyndz + (@Q da + 92dy +

3%) rdzndz + (6Rdx+ O gy 8Rdz> rdandy = 8—Pd:cAdyAdz+—QdyAd2Ad:C+
Wdzndurdy = (% + %2 + 98) dondyndz = div (P,Q, R) dundyndz.

(Notons que dy/\(dZ/\diL‘) = dyn(—dxnrdz) =

= (dyr(—dz))rdz = dxrdyndz.

Proposition 10.1 Soient € et w’ des formes différentielles sur 2 C R"™ de
classe C'. Alors

(1) d(w+ ') = dw + dw' si Q et W ont le méme degré,

(2) d(Aw) = AdS) pour tout A € R,
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(3) d(Qaw') = dQaw" + (—1)"Qadw’, ol = deg Q.

Proposition 10.2 Soit F' = (f1, -+, f,) un champ vectoriel continiiment
différentiable sur un ouvert 2 C R". Alors dfia - - - adf, = detJp dzia- - - rdxy,.

Dém (cas n = 2):
df ndg — (g—gdaz n g—fy‘dy) \ (%dm + g—gdy) _

af of
af o0 af 0 or Oy

= (8—£8—9y’ — a—ia—g) dxrdy = det (2_393 g_g> drndy = detJ s 4y doady.
z  dy

C Différentielle extérieure double

Soit 2 C R3 un ouvert et soit (P, Q, R) un champ vectoriel de classe C?(Q, R).
Considérons la forme différentielle w = Pdx + Qdy + Rdz de degré 1. Alors
dw = Adyndz + Bdzndzx + Cdxnady, ou (A, B,C) =rot (P,Q, R) et

d(dw) = dAndynrdz + dBrdzandx + dCrdxndy = div (A, B, C)dxrdysdz =
div rot (P, Q, R)dxznrdyndz.

Mais comme A = R, — Q., B =P, — R, et C = (@, — P, on obtient: d’apres
Schwarz:

donc div rot(P, @, R) =0

Donc d(dw) = 0.
Théoréme 10.1. — (Théoréme de Poincaré I)

Soit Q0 une forme différentielle de degré r sur 2 C R". Supposons que les
coefficients de ) soient dans C*(Q,R). Alors ddw = 0.

Définition Une forme différentielle (2 est dite fermée, si dw = 0, €0 est dite
exacte s’il existe une forme différentielle W’ telle que dw' = Q.

Remarque (1) Une condition nécessaire pour que €2 de degré r, 0 < r < n soit

exacte, est que dw = 0. Preuve: Soit v’ tq dw’ = Q. Alors d’apres Poincaré:
0 = ddw' = dSQ.

(2) Q exacte = (Q fermée. La réciproque n’est pas vraie (voir ci-dessous).

relations avec les primitives

Soit f = (P,Q,R) un champ vectoriel continiment différentiable sur un
ouvert 2 C R3. On suppose que f posseéde une primitive F' : Q — R, i.e.
grad F' = f, donc

OF OF OF

=P -=Q 5 =R

ox oy 0z
Une condition nécessaire pour l'existence d’une primitive était que les condi-
tions d’'intégrabilités soient satisfaites, i.e

Py:Qx; Pz:Rxa Qz:Ry
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i.e. tot (P,Q,R) = 0. Les lignes suivantes vont montrer que ceci est une
conséquence du théoreme de Poincaré:

Notons que dF' = F,dx + F,dy + F.dz = Pdx + QQdy + Rdz et que d’apres
Poincaré

0=ddF = (R, — Q.)dyrdz + (P, — R,)dzndx + (Q, — P,)dzrdy.

Donc on obtient: rot f = rot grad F' = 0.

Théoréme 10.2. — (Théoréme de Poincaré II)

Soit Q@ C R"™ un ouvert qui est homéomorphe a une boule dans R"™ (p. ex.
un ouvert conveze). Soit Q) une forme différentielle dans €2 a coefficients
continument différentiable. Supposons que ) soit fermée, i.e. dw = 0. Alors
Q est exacte, i.e. il existe W' tq. dw' = Q.

Remarque Si 2 est une forme différentielle de degré 1, on obtient notre
ancienne assertion qu'un champ vectoriel C'!' posséde une primitive sur Q C
R" si €2 est convexe et si les conditions d’intégrabilités sont vérifiées.

ex. ® Soit w = (2z + ycos(zy))dz + x cos(zy)dy (sur R?, degw = 1).

Q1. Est-ce que  est fermée?

Q2. Est-ce que € est exacte? Si oui, déterminer «’ tq dw’ = €.

Dans ce cas cela revient a déterminer une primitive de (2z+y cos(zy), x cos(xy)).
R1. dw = d(2z+y cos(xy))adz+d(x cos(zy) )ady = (cos(xy)—yx sin(zy))dyrdz+
(cos(xy) — xy sin(xy))dzrdy = 0.

Donc €2 est fermée.

R2. Q est exacte, car R? est convexe et dw = 0.

Cherchons w’: D’abord on constate que le degré de o’ est 0, donc ' = F.
Ainsi dw' = Q <= [F, = 2z + y cos(zy) et F, = x cos(xy)].

Donc F(x,y) = sin(zy) + C(zr) = F, = ycos(zy) + C'(z) = 21 +
ycos(zy) = C'(x) = 20 = C(x) = 2> + C.

Donc F(z,y) = sin(xy) + 2* + C.

D Intégration de formes différentielles

Définition (1) Soit w; = Pdx + Qdy une forme différentielle de degré 1 ou
P et () sont continues sur 2 C R? et soit I' une courbe C' dans Q donnée
par la paramétrisation ®(t) = (z(t),y(t)), a <t <F. Alors

Jrwr = fy Pdz+Qdy = [} | P(x(t), y(2))i () + Qa(t), y(6))() de

(2) De méme, si wy = fidxy + - - - fodx, est une forme différentielle de degré
1 dans R” (f; € C(,R), et si I' est une courbe dans {2 paramétrisée par
O(t) = (21(t), -+ ,wa(t)), o <t < B, alors pour f = (fi,---, fn) et do =
(dxq,- -+ ,dxy,) on a:

wal - fF f(z)-dor = fp Z?Zl fidz; =
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= [V i), (bt
Définition (1) Soit wy = Pdyndz+Qdzrdx+ Rdxrdy une forme différentielle
de degré 2 dans R3, P,Q, R € C(Q,R), Q C R3, et soit S la surface dans R?

donnée par la paramétrisation ®(u,v) = (z(u,v),y(u,v), z(u,v)), (u,v) €
D, D domaine mesurable dans R?. Alors on définit

Jswa = [5 Pdyrdz + Qdzndz + Rdxady =
= fD{P(fc(U,U) y(u,v), z(u,v))det I‘;EZ’;))_F
Q(x(u, v), y(u, v), 2(u, v))det 224

D(u,v)
R(w(u,v), y(u, v), 2(u, v))det 2= J)}dm,v),
S (o
DE‘Z?) = (gg gg) est la matrice jacobienne de (y(u,v), z(u,v)).
7 ou v

(2) Soit ws = f dxadysdz une forme différentielle de degré 3 dans R3 ( f €
C(2,R), Q C R3). Supposons que V soit un corps solide dans R? donnée par
les coordonnées (x(u,v,w),y(u, v, w), z(u,v,w)), |u] <1,|v] <1, |w| <1
Alors fV w3 = fv fdxrdyndz =

[ flz(u,v,w), y(u,v,w), z(u, v, w))det ((ugw)) d(u,v,w),
D(z,y,2)

ou —D< 7 est la matrice jacobienne du champ vectoriel (x,y, 2).

Définition Une variété V, de degré p dans R", ou 1 < p < n, est I'image

d’une application (appellée paramétrisation de V,) continiment différentiable
$1(t1, . ,tp)

O(ty,---,t,) = ; de {(t1,--- ,tp) : |t;] < 1} dans R", tq la
xn(th . ,tp)

jacobienne de ® a partout le rang p (Notons que Jp € M(n x p,R)).

Le bord de V,, noté par dV,, est I'image par rapport a ¢ du bord du pavé

{0 t) < 1] < 15

Théoréme 10.3. — Théoreme de Stokes (généralisé)
Soit V, une variété de degré p dans R" (1 < p <n). et soit w,_1 une forme
différentielle de classe O et de degré p — 1 dans R"™. Alors

/ wp_lz/ dwy_1.
v, v,

P

Conséquences: On retrouve le théoreme de Gauss-Ostrogradskii, Stokes et
les formules de Green-Riemann:

n=2 degw=p-—1=1,1, CR% (Green-Riemann)
w = Pdz + Qdy = favg Pdx + Qdy = fVQ d(Pdx + Qdy) =
= [y, (Pedz + Pydy)ndz + (Q.dz + Q,dy)rdy =
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= [y, (=P, + Qu)dxrdy = [(Q. — P,)det E = [,,(@Q Yd(x,y);

la derniere égalité provenant du changement de varlables

n=3 degw =p—1=2,V3 CR?* (Gauss-Ostrogradskii)
W= de/\dz + de/\da: + Rdardy = [, Pdyndz + Qdzndr + Rdvndy =

= [ P(x(u,v), y(u,v), 2(u, v))det 522 d(u, v)+
+ [ Q(x(u, ( v), z(u,v))det ggzg d(u,v)+
+ [ R(x(u, ) y(u,v), 2(u, v))det 5o d(u,v) =
= [ f(z(u,v), y(u,v), 2(u,v)) - (Py X Dy)d(u,v) =
= favéf-nda,

ou ®(u,v) = (z(u,v),y(u,v), z(u,v)) est une paramétrisation de Vs
f=(P,Q,R) et ou n est la normale extérieure a la surface 0V5.

D’autre part:

ng dw = fV3 d(Pdyndz + Qdzrdx + Rdxady) =

= [y, div (P, Q, R)dzndyrdz =

= [y, div (P, Q, R)d(x,y, 2).

degw=p—1=1,V, CR? (Stokes)

w = Pdx + Qdy + Rdz = [, w = [, Pdv+ Qdy + Rdz
et [, dw = [, Adyrdz + Bdzndr + Cdyndz =

= fv2 rot (P,Q, R) - n do,

ou (A, B,C)=rot (P,Q, R).

ex. Soit f € CYR), f(0) = 1 et w(x,y,2) = 2zydyrdz — f(y)dznrdx +
2zdxndy.

e Déterminer f tq () soit fermée:
dw = (2y— f'(y)+2)dxrdyrdz =0 = f'(y) = 242y <= f(y) = C+2y+1>.
Comme f(0) =1, on a: f(y) = (1+y)%

e Montrer que dans ce cas pour tout A € CH(R) il existe une forme

différentielle W’ de degré 1 avec
W' = A(x)dx + B(x, 2)dy + C(z,y)dz et dw' = Q.

Sol.: Notons que Poincaré nous dit qu’il existe dans le cas ou 2 est fermée
une forme différentielle €2 de la forme

Q=a(x,y,z)dx + B(x,y, z2)dy + y(z,y, 2)dz

tq dQ2 = Q. Ce qu’on veut ici, c’est que A ne dépend que de x, que B ne
dépend pas de la variable y et C' ne dépend pas de la variable z.

dw' = Bydxndy — B.dyadz + (—Cyrdzndx 4+ Cydyndz) =
= Bydendy — Cypdzndx + (Cy — B.)dyndz = w =
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= 2zdandy — (1 + y)%dzndz + 2xydyndz
B, =2z (1)
=<0, =(1+y? (2).
Cy,—B.=2zy (3)
(systeme d’équations différentielles partielles.)
(1) = B(z,2) =2z + M (2)
(2) = C(z,y) =2(1+y)* + K(y) = 2 + 22y + 2y* + K(y)
Dans (3): 2z +2zy+ K'(y)) — 22+ M'(2)) = 22y <= K'(y) — M'(2) = 0.
Comme K’ ne dépend pas de z et M’ ne dépend pas de y, ceci n’est vrai que

si K'=0et M =0,ie. K et M sont des fonctions constantes. Choisissons
ces constantes comme étant égales a 0. Donc:

A(z) quelconque, B(x,2) = 2zx, C(z,y) = x(1 + y)%.

Preuve: d(A(J:)dx + 2zxdy + z(1 + y)2d2> = Q.

e Calculer dans le cas olt Q est fermée l'intégrale | ¢ §), ou § est la sphere
{(x,y,2) : 2* + 9% + 2% = r?}.

Sol.: Soit V' la boule {(z,y,2) : 2 +y* + 22 < r?}. Alors S = V. Ainsi
Stokes implique que I = [jw = [,,dQ. Comme  est fermée, on voit que
dw = 0. Donc I = 0.

e Calculer dans le cas o  est fermée et A(x) = 2z, l'intégrale [((A, B, C)-
ndo, n étant la normale extérieure a la sphere S.

Sol.: Gauss: [¢(A,B,C) - ndo = [, div(A, B,C)d(z,y,2) = [,(2+0+
0)d(z,y, z) = 2mes V = 23772,

exe Soit u € C?(R3). Montrer que div grad u = Au et que pour chaque boule
ou pavé V de surface S on a:

_ ou
ou n est la normale unitaire extérieure a V.

Sol.: grad u = (uy, Uy, u,) = div grad u = Uy + Uyy + uz, = Au.
J Aud(z,y, z) = [, div grad ud(z, y, 2)
Crauss [sgrad u-ndo = [;2do.

Remarque: Si u est une fonction harmonique, alors f gerad u-ndo = 0.
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