EQUATIONS DIFFERENTIELLES
ET CALCUL INTEGRAL

1. EQUATIONS DIFFERENTIELLES DU PREMIER ORDRE

On sait que la dérivée de h(x) = e” est égale a e”. Est-ce qu’il existe d’autres
fonctions y = y(z) tel que ¥’ = y? Ceci nous meéne a la notion d’équation
différentielle (par convention, on écrit la lettre y au lieu de h pour symboliser
ces fonctions).

Définition 1. (1) Soit f : D = I x J — R une fonction de 2 variables réelles,
I, J des intervalles dans R. Considérons 1’équation différentielle du premier
ordre

(%) y = flz,y).
Alors on appelle solution de (%) toute fonction y différentiable sur un inter-
valle Iy C I avec y(x) € J pour tout = € Iy et y'(z) = f(z,y(x)),z € I.

(2) Si en plus une solution y de (x) satisfait y(z¢) = yo, ou (xo,y0) € D est un
point fixé, alors on dit que y est solution de ’équation différentielle a valeur

initiale
(AV]) y, = f(SC, y)
y(z0) = Yo

Exemples
e y(zr)=Ce" —x —1 est une solution de v/ =y + z, VC € R.

o y(z)=e""! est une solution de ’AVI

Yy =y
y(l) = 1.

e Toutes les solutions de 3’ = y sont données par y(x) = ce”, ou ¢ € R est
une constante :

Preuve. Soit u une solution de v’ = u. Considérons v(x) = e *u(z). Alors
V(z) =e"(—u(z) +u/'(z)) =0; donc v = c. Ainsi u(x) = ce”.

Problemes a traiter :

(1) Existence de solutions des AVI ¢/ = f(z,y),y(xo) = yo;
(2) Unicité des solutions;

(3) Représentation explicite des solutions;

(4)

recherche d’algorithme/formules pour trouver les solutions.
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Théoréme 1.1. (Peano)

Sotent I,J des intervalles ouverts, (xo,y9) € D et f : D =1xJ — R
continue. Alors VAVI ' = f(x,y), y(zo) =yo admet une solution, définie
sur un intervalle ouvert Iy C I avec xy € I. Le graphe de (chaque) solution
marche de la frontiere a la frontiere de D. Si la dérivée partielle f, existe et
st f, est continue sur D, alors la solution est unique.

¥(x)

(%a,¥a)

Fic. 1. graphe d’une solution

La pente de la tangente & la courbe y(x) au point (xg, yo) est égale a f(zo, yo) ;

i.e. tanpu = y'(zg) = f(xo,yo) ou p est angle que la tangente fait avec 1'axe
horizontale.

tangente

F1G. 2. tangente en (xg,yo) d’une solution



En général, les solutions de certaines AVI ne sont pas uniques :

Exemple 1.2. ¥ = /|y, y(0) = 0. Alors y;(z) = 0,

(z) 0 siz <O
€Tr) =
o (£)? siz>0

et

sont trois solutions.

¥z

Fia. 3. exemple

Preuve. Pour y3 : Notons d’abord que y3 est bien différentiable en 0.

Six <0:ys(z) = —%2 = y3(r) = =5 = /|y3(2)].

Notons que y(x) = (%)2 n’est pas une solution, car ' > 0; donc y doit étre

croissante.

1.1. Equations différentielles a variables séparées.

On appelle ainsi une équation différentielle de la forme

y' = f(z)g(y)

ou f: 1 =la,b|— Ret g:J =]c,d— R sont deux fonctions continues avec

g(n) # 0 pour tout n €]e, d|.

Théoréme 1.3. (1) Soit F' une primitive de f et G une primitive de é. Une
fonction y : Iy — R est une solution de y' = f(x)g(y) sur Iy C I si et

seulement si
Ve e ly: Gy(x)) = F(x)+C,

ou C' est une constante.
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(2) Pour tout (xo,y0) € I x J, il existe dans un voisinage Iy C I de xy une
solution unique de I” AVI

y(wo) = xo

{y:ﬂ@mw

Elle est donnée par la formule
y(z) = G7(H(x)),
ou H(x) = F(x) + (G(yo) — F(xp)).

Preuve. (1) 7(G(y(x)) — F(2)) = G'(y(2))y/(z) — F'()

(@) = f(z) = 0 <= o/ (z) = f(2)g(y(x)).

~ gly@)”
y' ()

(2) Soit y une solution. S.p.g. g > 0 sur J. Alors @] = f(x). En intégrant,

on obtient : "
T T / y(x

F(t)at :/ vl g _ / s

20 w 9W@) =) Sy, 9(s)

Donc F(z) — F(xg) = G(y(x)) — G(yo) et ainsi G(y(z)) = F(z) + (G(yo) —
F(xg)) = H(z). Comme G’ = 1/g > 0, G admet une inverse G~! définie sur
I'intervalle G(.J). Notons que H(xy) = G(yp). Alors pour tout = proche de xy,
disons xy € Iy, H(x) est proche de G(yy); en particulier H(z) € G(J). Ainsi

y(z) = G~ (H(x)).

Exemple 1.4. i = _—x,y(l) =1

D =Rx] — o0,0[; (1,y—1) €D.

y’:@:_—x@/ydy:/—xd.@:}1y2:—1x2+0<:>y2:
dx Y 2 2

20 — 1% = y = +/2C — 22

Comme la valeur de la solution en 1 est n’égative, on doit continuer avec les

solutions de la forme —v/2C — 2.

Y1) =—1le= —1=—20-1e=>20-1=1<=C=1.

Solution unique : y(x) = —v/2 — 22, Intervalle maximal d’existence :

222> 0 <= 22 <2 <= |r| < V/2; donc Iy =] — v/2,v2[. Notons bien

que xog =1 € .

Il n’est pas toujours possible de calculer explicitement les solutions, car I'in-
verse d’une primitive de 1/g n’admet en général pas de représentation avec
I'aide de fonctions familieres (polynomes ; racines; exponentiel ; logarithme,
ete).

2
1
Exemple 1.5. i = :1:2( +9)

y*(1 —z)



D =] — o, 1[x]0, 0], (0,1) € D.

y = % = §1+y§ — [ T dy = ””—de
= [((y—1)+ Hy)dy—f( v — 1+ 35)de
<:>%y —y+log|l+y| = ——:1:2 r—log|l—z|+C.

En remplagant (z,y) par (0,1) on obtient :

1
La solution unique est donnée sous forme implicite

2%+ y? 1
2y +x—y+log|(1+y)(1—x)]:log2—§.

1.2. Equation différentielle homogene du premier ordre. On appelle
ainsi une équation différentielle de la forme

v=f(2)

X

ou f est une fonction continue sur un intervalle ouvert I C R.

Proposition 1.6. En substituant w(zx) = @

a variables séparées.

, on obtient une équation différentielle

Preuve. w = % <= y = zw; notons que y et w sont des fonctions en = ; x
est la variable indépendente.

fw)=y =% =zuw' +w = w = flw)yw

X

Exemple 1.7. Pour ' = £ on prend f(t) = t. Alors avec w = £ on obtient

w' = =% = 0. Ainsi w = w( ) = C, C une constante. Donc y = wz = Cx.

Controle : i = C' = Cr x £0.

2

Exemple 1.8. i = J_ x—2, y(1) =1
T
D =]0, 00[x]0,00][, (1,1) € D.
On prend f(t) =t — %. Alors avec w = £ on obtient w' = —22— = —-L 1
Donc [w?dw = — [ % < fw? = —log|z|+ C
y(1) =1 = w(1) =4 =1,
— %13 —log1+4+C :> C = (on peut laisser de coté les valeurs absolues,

car on est intéressé & tme solution dans un voisinage de x¢ = 1).
Donc 3u? = 3 — logz => (%)3 =1-3logz = 3° = 23(1 — 3logz) =

3
y=u1x+/1—3logx.

L’intervalle maximal ou la solution existe est : [y =|0, /el.

Controle : ¢/ = /1T — 3logz + z3(1 — 3logz)~ %(_73):%—5—2
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1.3. Les équations différentielles linéaires du premier ordre. On ap-
pelle ainsi une équation différentielle de la forme

(x) ' =alx)y+b(z)

ou a et b sont des fonctions continues sur un intervalle ouvert I C R. Si
b = 0, 'équation est dite homogene, sinon inhomogene. L’équation ¢y = a(x)y
s’appelle I’équation différentielle homogene associée a (x)

Théoreme 1.9.
(1) Soit A une primitive de a sur I. Alors l’équation différentielle homogéne
y' = a(x)y posseéde comme solution générale yy,(x) = ce@, ot c € R.

(2) L’ensemble de toutes les solutions de (x) y' = a(x)y + b(x) est égal a
ensemble des fonctions y(x) = yu(z) + y,(x) = ce@ + y,(z), ot c € R et
ol y, est une solution particuliére de (x). y, est donnée par

yp(z) = eA(I)/b(x)eA(I)dx.

(3) Soit xy € I et yo € R. Alors I” AVI
{y' = a(x)y + b(x)

y(l‘o) = Yo

admet la solution unique

y(z) = e (yo —I—/ b(t)e_A(t)dt) :

ou A(x) = f; a(t)dt est la primitive de a qui s’annulle en x.

Preuve. (1) On voit bien que y;, est une solution de y' = a(z)y. Soit u une

solution de v = a(z)u et y(z) = 4@, Alors %;((x)) — yh(x)“'(;}?(—;i(a?)%(x) _
yh(:c)a(x)u(;:(;q;gx)a( 2 = J (( 7= = (' est une fonction constante. Ainsi

u(z) = Cy(z) = CeAl

Comment on arrive a une telle formule ?

Siy#£0, % =y =a(x )y(z)f%:fa(az)dxﬁlog\m = A(x)+c <=
ly| = e“et®).

A posteriori on voit que si y(zg) = 0 pour un xy € I, ou y est une solution
de y = a(x )y, alors y = 0.

(2) y,(x) = fb @) dz+eA@)h(z)e 4 = a(z)y,(z)+b(x). Donc
Yy, est une solutlon de vy = a( )y + b(x).

(Yn(2) + yp(2)) = a@)yn(z) + a(x)yy(z) 4 b(x)

b(z) =a
Donc yj, + y, est une solution de y' = a(x)y + b(x).

(@) (yn(x) + yp(x)) + b(x).
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Soit u une solution de v’ = a(z)u+b(x) et soit k la fonction auxiliaire définie
par
k = Mu— Yp)-

Alors K = e (0 —y)) — e Aa(u —yp) = e (' — y, — au + ay,) =
_ A _
= e (v — au) —((y, — ayp)) = 0. Donc k: = ¢ (une constante).

. . . A
Ainsi u = ce” + y,.

3) D’abord on voit que d’apres (2), vy = 4 [y + b ~AWdt) est
p

une solution de I’AVI. Soit v une autre solution. Alors (2) = u=ce' +y,
pour un ¢ € R. Mais, 3y = u(z) = ceA®0) + Yp(z0) = ce® 4+ yo = ¢ + yo. Donc
¢ = 0. Ainsi u = y,,.

Méthode pratique pour déterminer une solution de ' = a(z)y + b(x)
Ou bien on utilise les formules ci-dessus ou bien on utilise la méthode de la
variation de la constante :

e 1°¢ étape : on résout 'équation homogene ' = a(x)y. Soit y,(z) = e/ *@)dx

une solution de 3’ = a(x)y. La solution générale a donc la forme : cy,(z),c €
R.

e 2™ étape : Considérons ¢ comme une fonction de x.

On pose yp(:c) = c(z)yn(z). Alors y;, = c’yh + cy;,. Mais y]’? = ay, + b; donc
cyn + ey, = alcyn) + b. D autre part, ¥, = ayp; Ainsi cyh = b Donc ¢ =
bef(dx:>c—fbe ()d :>y—yhc—ef dxfbe v)dz,

e 3¢ étape : Solution general cyn + Yp.

Exemple 1.10. v =2y +¢*, y(0) =1

oy, =2y, =y, = ce™

o 1y(x) = c(zyyn(z) = c(x)e®

|
y, = ce* +2ce* =2y, + e = 2ce® 4 €' = e = ¢”
=== c(xr)=—€e"

Donc y,(z) = —e “e** = —e” est une solution paticuliere.

e Solution générale : y(z) = cyn(z) + y,(z) = ce® —e*,c € R.
e AVI: 1=y(0)=ce’ — e’ =c—1 <= c=2;

donc y(x) = 2e** — e* est la solution unique de ’AVI.
Controle : 3/ (z) = 4e* — e = 2y(x) + €.
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1.4. L’équation différentielle de Bernoulli.
On appelle ainsi ’équation

y +p(x)y + q(z)y* =0

ouna € R\{0,1},p,q € C(I),I C R intervalle ouvert.

Théoreme 1.11. Pour résoudre [’équation différentielle de Bernoulli on sub-
stitue u(x) = y(x)1=. Alors on obtient I’équation différentielle linéaire en u :

u' = (a—Dpu+ (a—1)q.
Preuve. On divise 3/ + py + qy® = 0 par y®. Alors

/

Lb =0
()
Ensuite, en multipliant par 1 — «, on a
/
Y —a
(1— &)E +(1—a)py'™*+(1—a)g=0.

Avec u = y' ™ et donc

on obtient :

Exemple 1.12.
(1+2)y +y+ (1+2)%"* =0, y(2) = 1/3, resp. y(0) = —1.

Mettons sous forme canonique : 1y + 1+ny + (1 4+ 2)y* = 0. Alors a = 4.

Divisons par y* : 3—; + H% + (1 +2) = 0. En posant v = y 3 on obtient :

v = (=3)y~*y. Donc

3
—3)(1 = ' = 1 :
1+xu+( 3(1+z)=0=u 1—|—:I;u+3( + )

Solution générale : u(z) = (1 +z)* — 3(1 + x)%, c € R.

u' + (—3)

13 _ 1
Vel +z)3 —3(1 + x)?
1 _ 1 - _
{32332 3/27(c—1) ¢=2
1 1

= y(z) = u(z)

1
3=

AVI y(2) = 1/3 :

Donc

€T) = —_=
(@) V21 + 2P —=3(1+2)?2  /(1+2)2(2r—1)
est une (la) solution de AVI. L’intervalle maximal contenant xy = 2 et ol y
est une solution est |1/2, 0o.

AVI y(0) = —1 : Ici on doit noter que la racine cubique d’une nombre négatif
est bien définie!
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pr— 1 = G 1
J/c(1p-3(1)2 V3
de ’'AVI. L’intervalle maximal contenant xzy = 0 et ol y est une solution est
maintenant | — 1,1/2].

¢ = 2. Donc 1 est de nouveau une (la) solution

2. EQUATIONS DIFFERENTIELLES D’ORDRE SUPERIEUR

Définition 2. Soit F : D C R"? — R une fonction & n + 2-variables. Une
équation différentielle d’ordre n est une équation de la forme

(%) Flz,y, vy, ....y™)=0.

Une fonction y = y(z) définie sur un intervalle ouvert [y C R est une solution
de () si

(1) y est n-fois différentiable sur Ij;

(2) Vz € Iyon a: (z,y(x),y(x),y"(z),...,y" (z)) € D;
(3)Vz e Iyon a: Fx,y(z),y (), y"(z),...,y"(x)) = 0.
Une équation différentielle d’ordre n est donnée sous forme explicite si

o)y = flay 'y Y,

ou f: D CR" =R,
Si en plus une solution y de (k%) satisfait

y(ﬂ?o) = Yo
Y(vo) = w

< Y'(xo) =y

Ly (@) = Yo
ou (o, Yo, Y1, Y2, - - -, Yn_1) € D', alors on dit que y = y(x) est une solution de
I’AVI
y(n) - f(l',y,y/, cee ’y(n—l))’ y(])(xO) =Yy, ] - 07 17 cee, = L.
Exemple 2.1.
y'+2y +y=0
solutions : y(x) = Cre™ + Coxe ™™, C; € R,

: cpx y' = f(z,y)
2.1. Equations différentielles de la forme.
Proposition 2.2. La substitution y' = u donne une équation différentielle

du premier ordre en u ; a savoir v’ = f(x,u).

Exemple 2.3.

' =y+1l = v =ut+l = fud—ﬁ = [dx = log|u+1| = x4+c = Ju+1| =
et —=u=Ke"'—1=y= [udr = [(Kie" — 1)dx = K1 — z + K.
preuve ' = Kie* — 1,y = Kje* = ¢" =y + 1.
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y' = f(y,y)

2.2. Equations différentielles de la forme.

Proposition 2.4. La substitution y'(x) = u(y(x)) nous méne a une équation
différentielle du premier ordre, a savoir

du _ f(y,w)

dy u
Preuve. On considere 3’ comme fonction de y : ¢y = u(y) = ¢"(x) =
W(y(@))y (x) = o (y)u = G = L0

Exemple 2.5.

y' =2y’ +y), y(0)=0,y(0)=1

y =uly) =y =u(y)y = Pu =20 +y) = [udu=2[(y’ +y)dy =
|

s’ =5yt + 7t + O =50

1=0=3-1*=0+04+C=C=1

= () =y +2° +1=(1+¢") =y = (1 +¢°)
/' (0) > 0 = signe + : donc ¢y = (1 + 3?)

:>f1j'g2 = [dx = arctany =z + C
y(0)=0= 0=arctan0+ C = C =0 = arctany = xr = y = tanz.
I=]-= I
2 2
Controle : ¢ = 1 +tan’z,y” = 2tan x(1 + tan®z) = 2y + 2y°

2.3. Equations différentielles de la forme.

!,

En multipliant 4" = f(y) par 2y’ on obtient 2y'y” = f(y)2y'. Donc, si F' est
une primitive de f,

P = () = 20 = 2 (F(y()).

— ()P —F =C =y = +v2C + 2F.
Exemple 2.6. 3" = 2(y> +vy), y(0)=0,74'(0) =1

= 2y =W +y) = ((v)) = ' +20°) = ) =y + 2 + C.
Le reste comme ci-dessus.

2.4. Equations différentielles linéaires d’ordre n.

On appelle ainsi une équation différentielle de la forme

(*)

ou les a; et b sont des fonctions continues sur un intervalle ouvert I.
On pose

Y™+ a, 1 (2)y" Y + -+ ar(2)y + ag(z)y = b()

Ly = y(n) + an—ly(n_l) + -+ ary + agy.
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Ly=1b
C’est 'opérateur différentielle associé a (x). (x) s’écrit donc : . .
L est une application linéaire de C"(I) dans C'(I) :

L(ay: + By2) = aLy: + BLys.
Si b(x) = 0, Vax € I, alors I'équation différentielle (%) est dite homogéne,
sinon inhomogene.

Théoreme 2.7. Soit L un opérateur différentielle d’ordre n,
xo €1, (Yo, Y1, -, Yn—1) € R". Alors 'AVI

Ly=15
Yy (2g) =y;,7=0,1,...,n—1
possede une solution unique dans 1.

Soit 0, =1sij=ketd;, =0sij#k,jk &N (symbol de Kronecker) et

e; =(0,...,0,_1 ,0,...,0) un des vecteurs de la base canonique {ey, ..., e,}

ij

de R".
Théoréme 2.8.

(1) Soit u, une solution particuliere de l’équation différentielle linéaire
Ly = b d’ordre n. Alors, siyy, parcourt toutes les solutions de l’équation

homogene Ly = 0, alors y = y; + w, parcourt toutes les solutions de
Ly =0.

(2) S ={y € C"(I) : Ly = 0} est un sous-espace vectoriel de C™(I) de
dimension n.

(3) Soit xy € I fixé et soit y; la solution de ’AVI Ly; = 0, y](.k)(xo) =01,
17=12,...,nk=0,1,...n—1. Donc
] n—1
(3 (w0). 5 (00), - (o), " o)) = ¢
Alors {y1,...,yn} est une base de S.

Remarque : la dimension de 1’espace vectoriel C™(I) est infini, parce que les
polynémes p(x) = 2/, (j € N), sont linéairements indépendantes.

Corollaire 2.9. a) La solution générale de Ly = b est
y:up+cly1+c292+"‘+cnym

ot C; € R et u, est une solution particulicre de Ly = b.
b) Si {vi,...,v,} sont n-solutions linéairements indépendantes de Ly = 0,
alors la solution générale de Ly = b peut s’écrire aussi sous la forme

y =up+ Crog + Covg + -+ - + Chup.
Définition 3. a) Un systeme {vy,...,v,} de n solutions de Ly = 0, ou
Ly =y"™ +a, 1(2)y"™ Y + -+ ay(z)y + ao(z)y

s’appelle un systéme fondamental si les v; sont linéairements indépendantes.
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Chaque systeme fondamental est donc une base de ’espace vectoriel S =
Ker L des solutions de Ly = 0.

b) Soit {v1,- - ,v,} un ensemble de solutions de Ly = 0. Le déterminant de
Wronski est le déterminant W (z) := W, ., )(z) de la matrice
i) w@) o e)
d@) ) e )
n—1 n—1 n—1
o' V@) w' @) e ()
Théoreme 2.10. Les solutions vq,...,v, de Ly = 0 sont linéairements

indépendantes <= Wy, .. ,)(x) #0 Vo € 1.

Exemple 2.11. Ly = " — -y + 55y, I =]0, 00].

Alors v1(z) = z et vy(x) = /x sont des solutions de Ly = 0. Elles sont
linéairements indépendantes, car

T T 1 1

1
NG

Autre approche :
0=arx+bJ/or = 0=ay/x+b;pourx=1:0=a+bet pourx =4:
0 = 2a+b. Ce systeme homogene admet seulement la solution (a,b) = (0,0),

11
N

car son déterminant

Théoréme 2.12 (Représentation du déterminant de Wronski). Soient a; €
C(I), g € I et soient uy,...,u, des solutions de

Ly = 4" + ap 1 (x)y" ™V + -+ ar(2)y + ag(a)y = 0.
Alors

.....

En particulier, W(z) = 0Vx € I ou bien W(z) #0Vz € X.

Théoréme 2.13. (Alembert) [Réduction de l'ordre] Soit v une solution connue
de Ly = 0 et supposons que v(z) # 0 Va € 1. Siu est une solution de L*u =0
avec

Lu=u™Y 40 o (2)u"? + - bl (x)u + b(x)u,
et

n

st = 3 (3 ) e, 0, =1

alors y(x) = v(z) [u(x)dx est une deuzieme solution (linéairement indépendante
de v) de Ly = 0.
Si {uy, ..., u,—1} est un systéme fondamental de L*u =0, alors

{v, v [u, v [ ug,....v [u,_1}
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est un systeme fondamental de Ly = 0.
Dans les applications on pose donc y = vw et on détermine v = w’, puis u.

J :
Preuve. y'/) = (vw)?) "2 <j>w(k)y(j—k) =G
y = (ow) | ; .

n 7 . n .
L) = Low) = Sa, <i>w(k)v(jk) YD (i)w<k>v<jk>

J
=0 k=0 j=0 k=1
Lv = Z?:o ajv(J) = 0. En échangeant I'ordre de sommation, on obtient :

Fi1G. 4. Fubini discret

Ly — 0 (i)w-m W =3 (34, @)v(j_k) () D),
— -

k=1 \ j= k=1 \ j=k
=bp_1
n—1
Donc, si v = w’ est une solution de E biu = 0, alors y = v f u est une
i=0

solution de Ly = 0. Notons que b,_; = v. En posant b = b;/v on obtient
I’assertion.

Exemple Résoudre I’équation différentielle (x) (1 — z?)y” + 22y’ — 2y = 0.

Considérons I'opérateur différentiel Ly = y” + ﬁxx sy — 1_21_2y, I =] — o0, —1]
ou Iy =] —1,1] ou I3 =|1, o0|.

On voit immédiatement que v(x) = x est une solution de Ly = 0 sur I;.
On peut utiliser le procédé d’Alembert sur I = I, [ = I3, I =] — 1,0] ou

I =)0, 1], car la, v # 0.
Posons y = vw. Remplagons dans (x) : Alors

0= (1—2)(zw)"+2z(zw) —2(zw) = (1—22) (2w +2w”) +22(w+zw') — 27w

= 2(1 — 2H)w” + 2w

2
ﬁw’. Avec u = w' on obtient u(x) = exp (/ —Dd:z:)

Donc w" = 5
x(x
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2 1
2 2,1 1 _
Comme m = _E+x_+ 1 on voit que / mdl‘ = 10g (1 — ;)
Donc u(z) =1—Lety(z) =z [(1 - H)dv =z(z+ 1) =2+ 1.
Ainsi {z, 2% + 1} est un systéme fondamental pour Ly = 0 sur I. Donc
I’ensemble des solutions de (*) est égal & {c1z+co(1+2%), ¢; € R} ; & postériori
on voit que ces solutions existent meéme sur R.

Théoréme 2.14 (Variation des constantes II).
Si F ={y1,...,yn} un systéme fondamental de Ly = 0, alors

u Wk i
:;y’“(x)/ W<(m))d

est une solution particuliere de Ly = b(x).
Ici W (x) est le déterminant de Wronski associé a .F et Wy, est le déterminant

0

qu’on obtient si on remplace dans W la k-me colonne par
b(x)

Preuve. Découle de 5.6

3. RAPPEL : NOMBRES COMPLEXES, POLYNOMES

z=x+iy =relt

Fic. 5. C= plan euclidien

C={z=ux+iy,z,y € R}, i*» = —1 (I'unité imaginaire). Identifier z avec
le couple (z,7) € R?; z = Re z;y = Im 2. Le module de z est donné par
|z| = \/2? + y?; c’est la distance du point z a 'origine.

Représentation polaire : z = re”, ot r = |2| et § = argz, 0 € [0,27].
tanf = 2.

Formule d’Euler : €' = cosf + isin 6.

eF = 't = ex(cosy +isiny); [e*| =e* =e

10
Re z

Une fonction f : R — C se décompose en f(t) = u(t) + iv(t), ou

u(t) = Re f(t), v(t ) m f(t); f'(t) = u'(t) +iv'(t) |
Exemple : f(t) = e = f'(t) = —sint +icost = i(cost + isint) = ie".
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Chaque polynéme p(z) = 37 a;2/ € C[z] de degré n (i.e. a, # 0) admet n
racines complexes (pas nécessairement distinctes) et on a

k

p(z) = Z a;2 = ay, H(z — z;)™,
=0

j=1

ou m; est la multiplicité de la racine z; de p et ou my +mo +--- +my, = n.
Une racine a de p a la multiplicité m <= p(a) = p'(a) = --- = p™ YV(a) =0
et p(™(a) # 0. Dans ce cas p(z) = (z — a)"q(2), ou ¢(a) # 0.

Si tous les coefficients a; de p sont réels, alors p(\) = 0 <= p(\) = 0.

4. EQUATIONS DIFFERENTIELLES LINEAIRES D’ORDRE n
A COEFFICIENTS CONSTANTS

On appelle ainsi une équation différentielle de la forme

(*) Ly = ayy™ + anay™V + -+ agy” + a1y’ + apy = b(x)

oua; €C, a,#0,etbe C(I), I CR intervalle ouvert.

Théoréme 4.1. Soit vo € I, (Yo,Y1,---,Yn-1) € R, a; € C, a, # 0. Alors
UAVI
any"™ + an 1y Y 4 - 4 agy” + ary + agy = b()

admet une solution unique sur I.

La structure des solutions

Cas homogene : b =0 (i.e b(z) =0 Vz € I).
Soit

p(A) - an>\n + an—1>\n_1 + -+ G/Q)\2 + a1\ + qq

le polynéme caractéristique associé a (x).

Proposition 4.2. (1) Soit A\ € C une racine de p(\) = 0. Alors y(z) = e
est une solution de Ly =0 (y: R — C).

(2) Si A\ =a+if € C\R est une racine non réelle de p(\) = 0, et si les
coefficients a; sont eur-mémes réels (donc a; € R), alors les fonctions

y1(x) = Re N = % cos(fzr)

yo(x) = Im ™ = e sin(Bx)

sont des solutions réelles de Ly = 0 linéairement indépendantes (sur le corps
R.)
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Preuve. (1) y(z) = e . | :

(2) L(y) = L(Re y) = Xy a;(Re ) = 7 aj(Re (31)
= Re (S)ay") = Re (Ly) =

CLjER
De méme pour yo = Im y.
Soient a,b € R tels que ay;(x) + byz(x) = 0, Vo € R. Alors

Ve e R e*(acos(fz)+ bsin(fz)) = 0.
Donc, comme 3 # 0,

acos(fzr) + bsin(fzr) = 0

—asin(fx) + bceos(fx) = 0
Ceci est un systeme d’équations linéaires homogene de déterminant constante
1; donc la solution triviale (a,b) = (0,0) est I'unique solution.

Théoreme 4.3. Soit Ly = Z?:o ajy(j) un opérateur différentiel linéaire
d’ordre n a coefficients constants a; € R, a, # 0. Supposons que les n-

racines \; du polynome caractéristique p(\) associé a Ly = 0 sont distinctes.
Alors

Fc=1{eM":j=1,2,...,n}
(1)
complezes de Ly = 0.

(2) Soit Z = {w1,...,w,} le sous-ensemble de {\; : 7 = 1,2,...,n} des
racines réelles de p(\) = 0 et soit N 1= {p1, [y, . - ., lp, i, } le sous-ensemble
de {\;:j=1,2,....,n} des racines non réelles de p(\) = 0.

est un systeme fondamental de solutions

Notons que 2p+1 = n (avec la convention quer =0 si Z =0 oup =0 si Nz = 0.

Soient pj = o +15;. Alors

Fr = {e" et e cos(fix), e sin(frx), .. ., €T cos(fByx), et sin(Byz) }

est un systeme fondamental de solutions réelles de Ly = 0.

Preuve. (1) Les n-solutions de %¢ sont linéairements indépendantes parce
que le déterminant de Wronski

1 J |
A A A,

Wz =| A X ... A= [ Q=) #0
1<j<k<n
APt

(déterminant de Vandermonde.)

(2) similiaire
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Exemple 4.4. vy —y" — 2y’ =0, y(0) = 1,4 (0) = 1,¢”
PA) =X =22 2= XA - A-2)= XA+ 1)(\—2)
— .7 = {e7%, €%, 1} systéme fondamental.

Solution générale : y(z) = Cre™* + Coe** +C3, C; € R. Pour résoudre ’AVI
on calcule les dérivées et on remplace les valeurs données :

(0) = —1

y(r) = Cre® + (Ce* + Cj
y(x) =—-Cre™® + 20%*
y'(x) = Cire™® + 4Cye*

1 = 7 + Cy + C4
1 = - + 2%
-1 = 4 + 40,

Systeme d’équations linéaires : Le déterminant A équivaut au déterminant
de Wronski Wz(0); donc est non nul (car .# systeme fondamental)
Solution unique : (C1, Cy, C5) = (—1,0,2). Donc y(x) = —e™" + 2.

Exemple 4.5. ¢ — " + 2y — 2y =0
pPA) =X =N 22X -2=A—-1) (N +2)
M o=1,0 =iv2, A3 = —iV/2.

Fc = {e*, V2 ¢~iV2r} gysteme fondamental complexe.
T = {e”, Re ¢'V2* Tm e™V2*} = {e”, cos(v/2z), sin(v/2z)} syst. fond. réel.

Solution générale :

y(:z:) = Che’ + () COS(\/§LIZ) + (s Sin(\/i??), (01, (s, Cg) € R3.

Exemple 4.6. (oscillateur harmonique)
Y+ Wy =0,w>0

p(A) =N +w? = N\ = iw, Ny = —iw.
Fc={e" e} Fp = {coswz,sinwz}

Exemple 4.7. ¢ — 5y + 17y — 13y =0

p(A) = A3 —=5X2+ 17X — 13. A = 1 est une racine. Pour calculer les autres, on
effectue soit une division polynomiale de p par A — 1, ou on utilise le schéma
de Horner :

1 5 17 13
1] 1 4 13
|1 -4 13 0

On obtient : p(A) = (A — 1)(A2 — 4\ + 13).
Ay = V=2 =9 — 35

ﬁ@ — {em’ 6(2—1—31'):5’ 6(2—3i)m}
Fr = {e”, e cos(3x), e** sin(3x)}.
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Solution générale :
y(z) = Cre” + Cye®* cos(3z) + Cse* sin(3x), (C1, Cy, C3) € R3.

Théoreme 4.8. Soit Ly = Z?:o ajy(j), a; € R, a, #0.

(1) Supposons que Ny est une racine multiple du polynome caractéristique p
asocié a L avec la multiplicité m = m(Xg) > 2 ; c’est a dire

p(A) = (A = Xg)™q(N), ot q(Ng) # 0. Notons que le degré de q est n —m

i) SiXg € C, alors %, peto® x2etv  am~leMT sont m solutions linéairement
indépendantes de Ly = 0.

ii) Si Ag € C\R, \g = a+1i8, B # 0, alors les parties réelles et parties
imaginaires des solutions ci-dessus sont 2m solutions réelles linéairement
indépendantes de Ly = 0, c’est a dire

e cos(fr) e sin(fx)
x e cos(fr) x e sin(fr)
2% e cos(fx) 2% e sin([x)

2™l e cos(Bx) 2™t e sin(Bx)
sont des solutions.

2) Si N, (k=1,2,...,7) parcourt toutes les racines distinctes de p(\) = 0,
alors > 1_y m(A,) = n et on obtient le systéme fondamental compleze suivant
(ot my, := m(Ay) est la multiplicité de \i,) :

Fc = {eAlm, .776)‘”", o ,xm’l_leA”’, e>‘2$, xe)‘”, . ,acmrle)‘”, ...... ,eA"T’, :r(z>‘"""’, o ,m’”""_ch"'T}
Analogue pour Fr.

Preuve. i) 0 < ¢ < m, considérons F(\) = e*. Alors

d4
(9) R ¥ AN B, 4
F (/\)—qu(e ) =z,
Donc L(z%e’) = L((%)qem) = (%)qL(e T = (%)q[ (A)eM]. Mais A
est une racine d’ordre m de A — p(A\)e?; donc (4 ‘[p(\)eM] = 0. Ainsi

L(x%e?) = 0 et 2% est une solution de Ly = 0.
Exemple 4.9. y¥ + 8y” + 16y = 0

p(A) = M+ 822+ 16 = (A2 +4)? = (A + 2i)*(\ — 20)%. Donc +2i racines
doubles.

JC {62230 er 6—22'367 xe—?ix}

Fpr = {cos(2x), sm(2x), x cos(2x), x sin(2x)}.

Solution générale :
y(z) = Cy cos(2x) + Cy sin(2z) + C5x cos(2z) + Cywsin(2z), C; € R.
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Exemple 4.10. ¢y —3y" + 3y —y =0

p(A) = A% =322 +3)\ — 1 = (A — 1)%. Racine triple.
F = {e¥ xe®, x%e"}

Solution générale :
y(z) = Cre” + Cyze” + Cyz?e”, C; € R.

Cas inhomogene

On va traiter le probleme Ly = b seulement pour

b() = (S0 bya?)

Y

bj € C,u € C. Le cas général (méthode de la variation des constantes) sera
fait plus tard.

Proposition 4.11. Regle : i) Si u n'est pas une racine du polynome ca-
ractéristique p(\) = Z?:o a;N de Ly = 0, alors il existe une solution parti-
culiere (complexe) de Ly = b de la forme

() = (g ci’)er ).

i1) Si pu est une racine de multiplicité q, ¢ > 1, du polynome caractéristique

p(A\) = Y21ga;N de Ly = 0, alors il existe une solution particuliére (com-

plexe) de Ly = b de la forme
(@) = () cjalJate)
Le cas ii) contient le cas i) si on prend ¢ = 0. Le cas ii) s’appelle le cas de
résonnance (physique!)
Proposition 4.12. Soit Ly = Y7 a;y", a; €R, a, # 0.
Sib(x) = (32F_ybjal)e*” cos(Bx) ou b(x) = (32)_ bja!)e sin(fz), a, B € R,

on considere

br) = (3 bjad)ele 0
=0

et on résout Ly = b selon la regle 4.11 et on prend Re y, respectivement
Im y, de la solution complexe particuliere y.

Exemple 4.13. (x) 3" —y = xe?*

p()\):/\2—1:>)\1:1€t)\2:—1,

Solution général de Ly = 0 : Cre” + Cye™, C; € R.

Ly=0b:p=2.0On pose yy(x) = (ax + b)e**. A déterminer a et b € R :

y, = (a+ 20+ 2ax)e*, y! = ((2a + 4b + 4ax) + 2a)e® = (4a + 4b + 4ax)e*
Remplacer dans (%) :

(4a + 4b + 4ax)e* — (ax + b)e* = ze** < (4a + 3b) + 3az = .
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Comparaison des coefficients :

—

S
s

+
W
S

|
o

Solution : (a,b) = (3, —35)-
Donc y, a la forme y,(z) = (52 — 3)e*".
L’ensemble des solutions de (x) est donné par :
. 1 4. 5,
Cie’ + Coe™ " + (gx — §)€2 :

Exemple 4.14. (%) y" — 4y + 13y = ** cos(3x)

pPA) =N —4X+13=(A— (2+3i))(\ — (2 — 37)).

yn(z) = C1e** cos(3z) + Cae** sin(3z), C; € R,

b(x) = €** cos(3x) = Re e+3)r

On a p(2 + 3i) = 0 = résonance.

Posons y,(z) = Coze* )" = y/ (z) = CoePT3)*(1 4+ (2 + 3i)z) = yll(z) =
CoePH30T((2 4 34) + (2 + 30) (1 + (24 3i)x) = Coe*3)%(4 + 6i 4 (12i — 5)x).
Remplagons dans ()

Coe®307(4 4 6 + (12 — 5)z — 4(1 + (2 + 3i)x) + 132] = 37—

Co[]=1<=
00(62) =1« Cy= —%i.
Donc y,(z) = —Lize@™30? = —Lize?(cos(3z) + isin(3z)).

Solution générale de (k) :

yp(x) = C1e* cos(3x) + Cre** sin(3z) + Re y,(z) =
1
C1e** cos(3x) + Coe® sin(3x) + 63:629‘” sin(3z).

4.1. L’équation différentielle d’Euler.

On appelle ainsi une équation différentielle de la forme

(%) x”y(”) — an_lx””y("*l) + -+ arxy + agy = b(x)

oua; e Retbe C(I).

On voit que y(x) est une solution <= y(—=z) est une solution. Donc on peut
se restreindre au cas x > 0. La substitution u(t) = y(e') (i.e. t = logx)
nous mene vers une équation différentielle linéaire inhomogene d’ordre n a
coefficients constants. Plus précisement, y(z) est une solution de (%) <= u(t)
est une solution de

U™ 4 Ay w4 Al + Agu = b(e),

ou les coefficients A; sont donnés par le polynome suivant :
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ao+za1++---+{z(z—1)---(z—(n—2))an_1 —&—(z(z—l)---(z—(n—l))J:

n—1

N+ A 12"+ + Az + Ap.

Méthode pratique pour 1’équation homogene : on cherche des solutions de la
forme y(x) = 2. Cela nous donne :

ey ) =ddafa—1)- - (a—j+ D27 =afa—1)--- (o — j + 1)z°

Donc, avec a,, = 1,

n

Ozz%x‘jy() ) = ap+ z“ Zaa—l (a—j+1a;
=0

Exemple 4.15. 2%y" — 3zy’ + 13y = x2 cos(log z%)
t=logz;2(z—1)=32+13 =22 —42+13

C’est le polynome caractéristique de
u”(t) — 4/ (t) + 13u(t) = e* cos(3t)

Solution général : u(t) = cie* cos(3t) + Coe? sin(3t) + gte* sin(3t)
Donc la solution générale de 1’équation d’Euler est :

y(r) = C12* cos(log 2°) + Cox* sin(log 2°) + 136 log z sin(log x*).
Méthode pratique pour I’équation homogene : on cherche les solutions de la
forme y(x) = 2 : /' (2) = ax® 1, y"(2) = a(a — 1)z 2
— 0= 2%y - 32y +13y = (a(a—1)—3a+13)z* = o®> —4a + 13 =0 =
a=2=x+3
— 2@ = p?F = Floer — 22(cos(3log x) + isin(3logx)).

5. SYSTEMES D’EQUATIONS DIFFERENTIELLES D’ORDRE n

On appelle ainsi un systeme de la forme

Y1 = anyi + Giys + ... Q1Y
(+) Yy = any1 + Goys + ... GouYn
Y, = amyi + a2l + ... Qs

ol aji(x) sont des fonctions continues sur un intervalle ouvert I C R. Notons
A(x) la matrice (aji(z))1<jr<n formée par les n* fonctions aj(z) et notons le
vecteur colonne (y1,...,y,)! par y respectivement (yi,...,y,)" par 3. Alors
(*) nous donne le systeme d’équations différentielles linéaire homogéne

y' = A(x)y.
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Soit b(x) = (bi(x),...,b,(x))" un vecteur (colonne) formé de n-fonctions
continues b;(z) sur . Alors

(++) y' = Ax)y + b(x)

s’appelle systeme d’équations différentielles linéaire inhomogene d’ordre n

I Une fonction vectorielle y = (yi,...,y,)" s’appelle solution de (xx) s’il
existe un intervalle J C I tel que

VeedJ: y(x)=A()y(x)+ b(z).

IT  Soit zy € I. Une fonction vectorielle y = (y1,...,y,)" s’appelle solu-
tion du systeme d’équations différentielles linéaire a valeur initiale y(zg) =
(n1,...,mn)" € R™, §’1l existe un intervalle J C I tel que

VeeJ: y(x)=A(x)y(r)+ b(x)
et y(xo) = (1, -, m0)"-

Théoréme 5.1 (Existence et unicité). Soit A(x) € o/ (n x n,C(I)) une
matrice (ajr(2))i<jr<n carrée d’ordre n de fonctions continues a;i(x) sur
un intervalle ouvert I C R, b(x) = (bi(x),...,by(x))" avec b; € C(I), et
n=m,...,0.)" € R" un vecteur. Alors le systéme

{y’ = Ay +5b
y(@o) =1

admet une solution unique sur I.

Convention : on n’écrira plus (-, ..., )" pour les vecteurs colonnes ; mais tout
simplement (-,...,-).

Theorem 5.2. Soit A(x) € & (nxn,C(I)), zp € I,e; = (0,...,0,1,0...) € R"
etbe C(I)".

(1) L’ensemble V' des solutions de y' = A(x)y est un sous-espace vectoriel de
CHI)" :=CYI) x --- x CHI) de dimension n.

Les solutions uj(x) de u; = A(w)uj,uj(xo) = e;, forment une base de V.
Chagque base de V est appellée systéme fondamental de y' = A(x)y.

(2) Si yn parcourt toutes les solutions de y' = A(x)y et siy, est une solution

particuliére de y' = A(z)y + b(x), alors yn + y, parcourt toutes les solutions
de y' = A(x)y + b(z).

(8) Soit {vy,...,v,} un systéeme fondamnetal arbitraire. Alors l’ensemble W
de toutes les solutions de y' = A(x)y + b(x) a la forme

W = {011)1 + Covg + ...CLv, + Yp, Oj € R},

ot y, est une solution particuliere de y' = A(z)y + b(x).
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Preuve. (1) > 5  \u; = 0 = Y0 Nuj(zg) = Y0 Ajej = 0 =
(A1, ) = 0.
Soit ¢’ = ( )y. Alors = (1, ..., m) = y(zo) € R™. Soit u(x) = 77 nju;(w).
Az

Alors v = Ju et u(xg) = n. L'unicité de la solution des AVI nous donne
que y = u.
On en déduit que {uy,...,u,} est une base de V.

(2) (3) clair.

Définition 4. Soit S = {v1, ..., v,} un systeme de solutions de yy/ = A(x)y, A €
o (nxn,C(I)), I CR.Notonsv; = (y1.j,Y2.j,---»Ynj)’, et s0it Y = (v1,...,0,)
la matrice formée par ces vecteurs (colonnes); i.e

Y11 - YUin
Yn1l * Ynn

Alors det Y (z) s’appelle le déterminant de Wronski du systeme d’équations
différentielles linéaires ¢y = A(x)y.

On note Wg(x) = det Y (z). Si Wg(x) # OVz € I, alors Y (x) s’appelle matrice
fondamentale du systeme 3’ = A(x)y.

Théoréme 5.3. (1) Soit S = {vy,...,v,} un ensemble de n solutions (fonc-
tions vectorielles!) de y' = A(z)y et Y la matrice (vq,...,v,). Alors S est
linéairement indépendant <= det Y (z) # 0 Vx € I.

Le. S systeme fondamental <= Y matrice fondamentale.

(2) Soit Y une matrice fondamentale associée a3y = A(x)y. Alors L’espace
vectoriel V' de toutes les solutions de y' = A(x)y est donné par :

V={Yc:ceR"}
et 'ensemble M de toutes les matrices fondamentales est égal a

M ={YC : C matrice carée inversible d’ordre n sur R}.

Rappel Soit A(t) = (ai;(t))i1<ij<n une matrice carrée d’ordre n. Alors la
trace de A est la somme des éléments dans la diagonale de A, i.e. trace A(t) =

2 i i(t)-

Théoréme 5.4. Soient S = {vy,...,v,} un ensemble de n solutions (fonc-
tions vectorielles!) de y' = A(x)y ou A € o/ (n xn,C(I)), I CR, et zy € I.
Alors

Welx) = Welo) exp / " trace A() dt.

To
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Theorem 5.5 (réduction de 'ordre, procédé d’Alembert).

Soit y1 une solution dey' = A(x)y, d’ordren > 2, et Q(x) = (0,wa(x), -+, wp(x))".
Alors une deuxieme solution ys, linéairement indépendante de vy, est donnée
par

Y2 = ¢y + L,

ot w; et ¢ sont des fonctions scalaires.

Méthode : yp = ¢'y1 + dyy + ' = ¢'y1 + ¢Ay + Q' et
v = Ay = Aoy + Q) = oAy + AQ.
Donc : ¢'y; + Q' = AQ.
Premiere composante : (x) ¢'y;; = [AQ]y,
k-me composante : w) = [AQ; — ¢'yr1. Si yi1 # 0, on peut diviser et on
obtient :
[AQ)
Y11
Ceci est un systeme d’équations différentielles d’ordre n — 1 pour 2. En
remplace cette solution dans (x) et on obtient ¢'. Intégration donne ¢, et par
suite, on obtient 5.

w,; = [AQ]k —

Yk1

5.1. Résolution d’un systeme d’équations différentielles linéaire in-
homogene.

Théoreme 5.6 (Variation des constantes). Soity’ = A(x)y+b(x), ou A(x) =
(aij(2))1<ij<n € (n x n,C(I)), b(x) = (bi(x),...,by(x))" € C(I)". Soit
Y(x) = (y1(x),...,yn(x)) une matrice fondamentale associée a y' = A(x)y.
Posons

Alors
Sp(x) =Y (2)n(z)

est une solution particuliére de y' = A(x)y + b(x). La représentation de Cra-
mer de S, est donnée par

N Wi (x)
Sp(z) = ;yk(x)/ W) dx,
ou W(x) = det Y(x) est le déterminant de Wronski de'Y et ot
Wi(x) = det (y1(), . .-, yr—1(2), b(2), Y1 (), - - -, yn(2))-

La solution générale est donnée par :

y(z) = yn(z) + Sp(x) = Y(z)c + Sp(x),c € R"
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Preuve. Rappelons que chaque solution de y' = A(x)y a la forme y =
Y16y =Ye ot c= (c,...,¢,) € R Posons Sy(z) = Y (z)c(x). Donc :
S,=Y'c+Yd = (AY)c+ Y. On veut que S, = AS, + b. Donc :

(AV)e+Yd =AY )+ b= Yl =b<= =Y b= c= /Ylb

On obtient : Sy( z) [Y
Cramer : Soit v = Y 1b Solutlon de Yv = b; donc v = (%, o %) — 5, =

Y Yo=Y ([2 . [ =y [y, [T

1
y' = Ay + b. A résoudre donc le systeme suivant :

Exemple 5.7. A = (0 _01>, b(x) = (2) Chercher toutes les solutions de

U] = —us

_ t
y = (u,u) :{U’Q:ul + x

Une solution de y' = Ay est yi(z) = (cos z,sinx)'. D’Alembert :

nta) = o)+ 0y ) =66 (ot ) + ()
) =00 (7)o (07 (L0

D’autre part :

(o) = Am(a) = o0 (§ ') () (1 0) (bh)
—ow () + ()

= ¢/($) ((s:?ji) + (w’(()x)) - (70w)'

(x) —w=¢ cosxetw =—¢'sinz
Donc :
— o = wtanr = [£ = [tanzdr = logw = —logcosz = w =
1/ cosx
(x) = ¢/ = —w/cosz = —1/(cosz)? = ¢ = —tanx

—sinw —sinx
— — . 2 —
Y2 __(sinz) + 1 COS T
cos T cos T

Donc
V) = (o) (o)) = (Gur o)

est un systeme fondamental de v’ = Ay car W(z) =det Y(z) =1 # 0.

y(z) ( cos 7 Sina:) ey ()b = (xsinx)

—Smx COSXT T COST

[xsinz) [sinaz —axcosz
= Y (@)b(z)de = (fxcosx) N <cos:v+a:sina:)



26

cosxr —sinx SINT— X COST —x
= Sp(x) =Y (2)n(z) = <sina: COS T ) (cosx+ wsinx) - ( 1 )

Solution générale de ¢y’ = Ay + b :
y(z) = Cy <C.OSZE> Lc, (— SlIl:U) N <—:1:>
sin x CcosS T 1

5.2. Relations des systemes d’équations différentielles linéaires avec
les équations différentielles linéaires d’ordre n.

Proposition 5.8. Chaque équation différentielle linéaire d’ordre n peut s’écrire
comme un systeme de n équations différentielles linéaires d’ordre 1.

Preuve. Soit
Ly = y<”) + an_l(:c)y(”*l) + - +ay(x)y + ag(z)y = b(x),
aj,b e C(I). Posons

0
) Y1
w=y, =y, p=y, ... y=y"", b)= E) y=1:
b(:lj) Yn
0 1 0
0 1
A(z) = 0
0 1
—ap —aj —Aap-—2 —0ap-1
Alors on a
y' = A(z)y +b(z) < Ly = b(x),
car :
Y 0 1 0 vi 0
0 1 :
= . 0 + 0 <~
: 0 1 : 0
Y —ag —Qy ... —Qp-9 —Gp_1 Un b(x)
(v1 =
yé = Ys
Q :
yjz—l = Yn
L Y, = —ayi —ay2 ... —Gp_1Yn +b(2)

— (y(n_l))/ = —aY1 — QY2 - — Ap-1Yn + b(x) <=
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y(n) + apyr + a1z - - + a1y, = b(r) <= Ly = b(z).

Théoreme 5.9 (Variation des constantes II).
Si F ={y1,...,yn} un systéme fondamental de Ly = 0, alors

up(x) = Zyk(g;)/mw//’f((xx))dx

est une solution particuliere de Ly = b(x). Ict W{(x) est le déterminant de

Wronski associé a .F et W), est le déterminant qu’on obtient si on remplace
0

dans W la k-me colonne par
b(x)
Preuve. Découle de 5.6

6. SYSTEMES D’EQUATIONS DIFFERENTIELLES LINEAIRES D’ORDRE n A
COEFFICIENTS CONSTANTS

On considere ici des systemes de la forme y' = Ay, A = (a;;) une matrice
carrée d’ordre n dans C, y = (y1,...,yn)".

Rappel

On appelle A € C une valeur propre de A (notation : A € g(A)) s’il existe
v € R" v # 0, tel que Av = Av. Ainsi A est une valeur propre de A <=
det(A — AI,,) = 0 (i.e. ssi A est une racine du polynome caractéristique py
associé a A). Le vecteur v est appellé un vecteur propre associé a A. Les
vecteurs propres associés a A € o(A) sont donc les solutions du systeme
homogene d’équations linéaires (A — AI,)v = 0. L’espace propre F) est égal
au noyau de (I’application linéaire engendrée par la matrice) A — \I,,.

Si A est une matrice réelle, alors \ est une valeur propre <=> \ est une valeur
propre de A.

A est diagonalisable s’il existe une matrice inversible M telle que A =
MDM™!, ou

A 0

D =
0 An

est une matrice diagonale. Notons que D est formée avec les valeurs propres
(pas nécessairement distinctes) A; de A. Les n colonnes de M sont formées
par des vecteurs propres (linéairements indépendantes) de A et associés a A;.

Proposition 6.1. Soit A une matrice sur C d’ordre n, A € C,v € C". Alors

y(r) = Mo
est une solution de y' = Ay <= X\ est une valeur propre de A et v € E). Les
solutions y;(x) = eN%v;, (j = 1,...,p) sont linéairements indépendantes <=
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les vecteurs propres v; sont linéairements indépendantes. Si A est diagona-
lisable, alors A admet n vecteurs propres v; linéairements indépendantes et
donc

Fe = {eMy, ... e}

est un systéeme fondamental de iy’ = Ay.

Preuve.
/ _ e, Az _ Az _ AT\
y(z) = Ae™v = e (W) = e (Av) = A(e™v) = Ay.

Soit W(z) = det (y1(z),...,yn(z)) le déterminant de Wronski associé a ce
systeme. Comme W (0) = det (vy,...,v,) et que

W(z) = W(0) exp/o trace A dt = W (0)e” e 4,

on en déduit 'assertion sur l'indépendance linéaire.

Proposition 6.2. Soient A une matrice réelle d’ordre n, A = o + i3 une
valeur propre non réelle de A et w = u+iv € E, € C". Alors la solu-
tion complere y(z) = eMw de y' = Ay donne lieu a deur solutions réelles
linéairements indépendantes de 'y’ = Ay ; a savoir

yi(xz) = Rey(z) = e**(ucos(fzx) — vsin(fz))
y2(z) = Imy(z) = e (usin(fz) + v cos(fx)).

up = up + 2us
Exemple 6.3. {u’Q — ou + u

Alors, pour y = (u1,u2)’ et A= (1 2

5 1> on obtient le systeme ¢y’ = Ay.

Valeurs propres :
1—X 2
O—det(A—)\Ig) = ‘ 9 1— )\
donc Ay = —1 et Ay = 3 sont deux valeurs propres; la matrice est donc
diagonalisable. Vecteur propre associé a A\; : (A — A\j)v; =0 =
1+1 2 |0 . 1 10 N 1 110
2 1+1]0 0 0[0 0 0
— v, = (1,-1)) = E), = ((1,—1)"); espace propre associé a A\; avec
dim E)\l = 1.

= (1-M\)2—4=A2—2\—3 = (A+1)(A—3)

Vecteur propre associé a Ay : (A — X)ve =0 =

1-3 2 10 . -2 20 SN -1 1|0 N 1 =10

2 1-3/0 2 —210 0 00 0 (-1)]0
— vy = (—1,-1)) = E),, = ((1,1)"); espace propre associé a Ay avec
dim E)\Q = 1.
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dim E), + dim E), = 2 = dimR?; maximal ; donc A est bien diagonalisable

et on a
1 B -1 0
M AM_<0 3),

1 1
avec M = (_1 1)

Alors yi(z) = e7*()) et ya(z) = €(}) sont deux solutions linéairements
indépendantes de 1/ = Ay.
Une matrice fondamentale de y = Ay est donnée par

et 6333
Y(l‘) - (_e—a: 6337) .

L’ensemble de toutes les solutions de y' = Ay est

e 7 639:
{Cl< x)—f-Cg( 3x> ZCl,CQER}:
—e e

(YV(z)c:c= <Cl> e R?)

C2
Déterminant de Wronski :

1 1

2r 2z
11 = 2e

W (x) = W(0) exp /Ox tr A dz = ‘

(ou bien W(x) = det Y (x) = 2¢2%.)

[

;o
Exemple 6.4. {u1 — w2
Uy

1 : .
Alors, pour y = (u1,u2)’ et A= ( 0 ) on obtient le systeme ¢y’ = Ay.

-1 0
Valeurs propres :
A1

0 =det(A — Xy) = ‘:1 | =A
donc \; = 7 et Ay = —i sont deux valeurs propres; la matrice est donc
diagonalisable. Vecteur propre associé a A1 : (A — \)v; =0 =
—i10:1i0:>12’0
—1 —i|0 0 0|0 0 0
= v, = (i,—1)" = E), = ((i,—1)"); espace propre associé a \; avec
dim E)\1 = 1.
A étant réelle, il suffit de prendre les conjugés complexes pour le reste :
= vy = (—i,—1)" = E), = ((i,1)"); espace propre associé & \; avec
dim E)\Q = 1.
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dim E), + dim E), = 2 = dim C?; maximal ; donc A est bien diagonalisable

et on a

)
avec M = (_1 1)

Systeme fondamental complexe de v/ = Ay :

1))

Systeme fondamental réel de 3/ = Ay :
W)}

= {reer () )me (2
o) (a0

sinx COoSXx >

M TAM = ( 0 )
0 —2

Y

Matrice fondamentale : Y (x) = (Cosx —sing |

1 =2 0
Exemple 6.5. A=[12 0 -1
4 -2 —1

Trouver un systeme fondamental réelle de y' = Ay

pa(A) = (1 = (M + A +2);

valeurs propres de A : A\ =1, A = —% + ig, A3 % — 14
Vecteurs propres :
1 34 vl
v1=\|0],v = 2 , U3 = Uy
2 4
. 1, V7 2 2
Solutions : y1(x) = e* | 0 |, yo(x) = Re |el72+i%)7 9
2 4

1 3/2 V7/2
e 2" Z cos((v7/2)x) — 8 sin((v7/2)x) |,

V7/2 3/2

ys(z) =Im ... = e 2% 0 | cos((vT2)/2)+ | 2 |sin((v72)/2)],

0 4
— gR = {y17y27y3}~
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Question : comment obtient-on un systeme fondamental si la matrice A n’est

pas diagonisable 7

Théoréme 6.6. Soit A une racine de pa(A\) = 0 de multiplicité k. Alors il
existe k solutions linéairement indépendantes de y' = Ay qui ont la forme

yi(z) = Po(x)ema L yk(e) = Pk—l(if)@m,
P,y
ou pi(r) = : est un polynome vectoriel de degré au plus j. Cette
Dn.j

construction, appliquée a chaque valeur propre, donne un systeme fondamen-
tal complexe de v = Ay. Si A est réelle, on obtient pour X\ non réel, un
systeme fondamental réel on prenant les parties réelles et imaginaires de ces

solutions (en négligeant ceuw associés a \.)

Cas ol \ est une racine double de ps(A\) = 0 et dim E) = 1. Soit y; = eMv;
une solution de i’ = Ay, ot v; € E\. Posons y»(z) = (v1z + b)e’, on b € R”
est a déterminer. Donc :

yo(x) = (v1 + Avyx + Ab)e = Ay, = A(vz 4+ b)eM = (\vx 4+ Ab)e —=

(v1 + Ab) = Ab <= (A — \,,)b = v;.

Exemple 6.7.
up; = —15u; + Yuy
uh, = —2bu; + 1bug

~15 9 "
A= (—25 15)’ y= () =¥ =4y

~15-XA 9
pA(A):‘ Yy 15_)\':(A2—152)+25><9:)\2

:>)\1:)\2:O, E0:<(:‘;’)>,d1mE0:1<2
La matrice n’est donc pas diagonalisable.

Une solution de ¢/ = Ay :  yi(z) = ™ (:‘;) = (:g) Posons

yo(x) = [(:g)x + ble? = (:gifb’;) On doit résoudre

o) = (5)

Une solution suffit : (Z;) = (165).
Donc

o(e) = (—333 + %)

—5x+0

est une deuxieme solution de ¢y = Ay linéairement indépendante de ;.
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7. EXPONENTIEL DE MATRICES

Soit A(x) = (a;j(x))1<i j<n une matrice carrée de d’ordre n de fonctions conti-
nues sur I C R. Soit A? := I,,, la matrice identité. Alors eA®) est définie par

7 A( ).

§=0

Si A( ) = x - A, alors la fonction matricielle x +— e*4 est différentiable et
e"d = Ae™, car la série pour exA converge uniformément sur R et donc

hmz =lim )" L. Notons que La™A™ = mz™ 'A™. (Par convention on
ecrlt aussi Az pour la matrice x - A.)

Theorem 7.1. Soit A une matrice carrée d’ordre n sur C. La matrice e*4

est une matrice fondamentale du systéme d’équations différentielles y = Ay.

Preuve. Ecrivons Y (z) =: ¢*4 = (y1,...,y»). Notons que e*“ est inversible
pour tout z, (car e*le %4 = e e = [ ). Y' = (y},...,9,) = Ae"™ = AY .
Donc y; = Ay;.

version du : 5.2.2012



