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Chapter 1

Fonctions holomorphes

1.1

Limites et holomorphie

1.1.A A Notions basiques

1.

2.

10.

11.

i2=—-1

C={z=x2+iy:(r,y) €ER?}, x =Rez,y =Im 2,

.Z=T— 1
|z| = /2% + y? = v2Z module de z € C,
Lz=r 4y et w=u+iv = zw = (zu—yv) +i(zv + yu)

. Représentation polaire: z # 0, alors

z = re? = r(cosh +isinf) ot 7 = |z| et § est I'argument de z, § € [—7, 7| ou

0 €10, 2m],.....
inégalités triangulaires: a,b € C,

|la| = [b]] < |a+b] < |a| +[?].

.a,beC:

la £ b]* = |a]* + 2Re (ab) + |b]°.

. Le disque de centre zp € C et de rayon R > 0 est noté par D(z9,R) = {z € C:

|z — 20| < R}.

Soit a,b € C. Le segment [a, b], parcouru de a vers b, est 'enveloppe convexe des
points a et b, i.e. [a,b] ={(1—t)a+tb:0<t <1}.

Une ligne polygonale est une réunion finie de segments [ay,, by], n =1, -+, N, tels
que b, =ap+1,n=1,---, N ou a,,b, € C.
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12.

13.
14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

CHAPTER 1. FONCTIONS HOLOMORPHES

Un chemin dans C est application continue v = u + iv : [0,1] — C qui est
différentiable par morceaux: i.e. 30 =ty < t1 <ty < -+ < ty = 1 tel que
Vs E]tj,tj+1[et Vj e {O,-" ,N—l}

respectivement les dérivées a gauche

. t) —y(tj41
totr,,  t— i

existent.
L’image I" = (][0, 1]) est dite une courbe.

Le point de départ (point initial) de la courbe est A := ~(0); le point d’arrivée
(point terminal) est B := (1).

Interprétation dynamique: Si ¢ parcourt l'intervalle [0, 1], alors y(¢) parcourt la
courbe de A vers B.

On dit aussi que (t) est un paramétrage ou une paramétrisation de la courbe.
Les lignes polygonales sont des exemples.

Autre exemple: le cercle {e : 0 <t < 27} parcouru une fois dans le sens positif
(i.e. le disque déterminé par ce cercle ce trouve a gauche du cercle).

Un ensemble V' C C est dit un voisinage de zj s’il existe R > 0 tel que D(zp, R) C
V.

Un ensemble U C C est dit un ouvert si Vz € U 3¢ > 0: D(z,e) C U.

On dit que I’ensemble ouvert U est connexe par arcs si pour tout x,y € U il existe
un chemin 7 : [0, 1] — U entierement inclus dans U tel que y(0) =z et y(1) = y.
On peut prendre pour « une ligne polygonale.

Theorem 1.1. Soit U C C un ouvert . Alors U est connexe par arcs <= U ne s’écrit
pas comme réunion disjointe de deur ouverts non vides.

1.

2.

Les ouverts connexes par arcs sont donc exactement les ouverts connexes.

On dit que U est un domaine si U et un ouvert connexe.
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Exemples
1. Si0<r < R < oo, alors les disques D(zp, R) et les couronnes
A(zg,m,R) ={2€C:r < |z — 2| < R}
sont des domaines.
2. Les demi-plans {z € C : Re z > a} et {z € C : Im z > b} sont des domaines
(a,b € R).
3. L’ensemble ouvert D(0,1) U D(2,1) n’est pas un domaine.

1.1.B Limites

1.

2.

3.

Une suite (2,) € CY de nombres complexes est une application de N vers C.

On dit que (z,) converge vers z, notation: z, — z, si Ve > 0 Ing tq Vn > ny :
|z, — 2| < e.

Zp — 0081 VM > 03ng tq Vn >mng: |z, > M.

Exemples
a) i +n — oo;

b) (-

n)" — oo;

c)i+3/n—i.
Attention a la situation différente lorsqu’on considere les limites de suites réelles dans

R

1.
2.
3.

. Solent f,g: D(z0,R) = C,g(z) #0Vz # 2. f =0(g), 2 — 20, si lim,_,, L&

UCCouvert, f:U—=C, z+— f(2), 20 € U.
lim, ., f(2) =wsiVe >030 >0tq: V2 € U,0< |z— 20| < 0 = |f(2) —w| < e.

f continue en zy si lim,_,,, f(2) = f(20), i.e Ve > 030 >0 tq: Vz € U, |z — 2| <
6 = [f(2) — f(20)] <e.

on note aussi: f(z) = f(z0) + 0(1), (z — 20).

symboles de Landau:

—

g(2)

0.
f=0(g9), z— 2, si limsup,_,, ggz;f < 0.

. Donc f =0(1), z — 2 veut dire que lim,_,,, f(z) = 0.

f=00-2)= f=o0(l) quand z — z car |f(2)] = |(z — 20)(L2)]
|z — 20| - M — 0si z — 2.

IN
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1.1.C Holomorphie

Definition 1.2. U C C ouvert, zg € U. On dit que f : U — C est C-différentiable en
20 si
L :=1lim,,,, %ﬁézo) existe dans C.

On note L par f’(zg); c’est le dérivée de f en z.
On a que f est C-différentiable en zg
<= dL € Ctq f(2) = f(20) + L(z — 20) + O(2z — 20),

f(z)=f(20)=L(2=20)

z—20

car cette derniere équation n’est rien d’autre que — 0si z — 2p.
Definition 1.3. Soit U C C ouvert et zg € U.

1. On dit que f est holomorphe dans U, f € H(U), si f est C-différentiable en
chaque point de U.

2. On dit que f est holomorphe en zg, si f est holomorphe dans un voisinage de zg.

Proposition 1.4. Soit f : U — C,zg € U. Alors f C-différentiable en zp = f
continue en zg.

Proof. f(z) = f(z0) + ['(20)(2 — 20) + 0(z — 20) = | f(2) — f(20)| < & quand [z — 2|
est petit = lim,_,, f(2) = f(z0). O

Exemples

1. La fonction identité, f(z) = z est holomorphe dans C, car %ﬁégo) =1—1si
2z — 29. Donc f'(2) =1Vz € C.

2. Les fonctions constantes f(z) = ¢ sont holomorphes dans C et f/(z) = 0.

3. f(2) = Z n’est pas C-différentiable en 2o € C.

Car:
f)=f(z0) _ z2=%20 _ z=20 _. W _. Re™" _ -2t
z—20 T z—20  2z—20 ~w ° Reit T -
Notons que w — 0 <= z — z5. Comme e~ 2 dépend de 'argument de w, et pas de
|w], limy, o & n’existe pas.

Par exemple si on se rapproche de 0 sur la demi-droite z = r, » — 07, le résultat est
1; si on se rapproche de 0 sur la demi-droite z = re’™*, r — 0%, alors le résultat est
eI/ = i £ 1.

Lemma 1.5. Soit f : U — C continue en zg € U. Supposons que f(zg) # 0. Alors
Je>0etd>0tqgVze D(2,9): |f(2) >e.
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Proof. Posons € = \f(2i)| Par continuité, 39 tq

Vz € D(20,6) : |f(2) — f(20)] < e.

Donc
[f(2)] = [(£(2) = f(20)) + f(20)| > |f(20)| = |f(2) = f(20)] >
[f(z0)l _ [f(20)]
> |f ()| = 5 ==
O
Regles

Soient U C C ouvert, f,g € H(U), alors

a) frge HU) et (f+9) =f+7,

b) f-ge€ H(U) et (fg)' = f'g+ fd,

c) Si Z(g) = {z € U : g(z) = 0} est 'ensemble des racines/zéros de g, alors g €

H(U\ Z(g)) et (1) = Lofe
d) f: U — V holomorphe, g : W — C holomorphe et V' C W alors go f : U — C

holomorphe et (go ) (2) = ¢ (f(2)) - f'(2), z € U.
Proof. b)

(F0)() = (Fa)(0) _ 1) = o) ), 0() —alen)

Z — 20 Z— 20 Z — 20

— 220 [ (20)9(20) + ¢’ (20) f(20)-
c) on regarde 1/g: g(zo) # 0 Lempe g(z) #0Vz € D(z0,9).

(1/9)(2) — (1/g)(z0) _  g(20) — g(2)

ZT g(z)g(ZO)(Z — Zo)
1 9B 9o 1
9D9(=) - =)’ (20)

Exemples

1. fa(z) =2" € H(C) et fi(2) = nz""! car:
fi(z) =1,
par récurrence: n — n + 1:
fari(z) =z 2" = fl(z)=1-2"+2z- (") =2"4 2 -nz""' = (n+1)"
2. Soit p € C[z] un polynéme de degré N, i.e. p(z) = > n_,a,z", ou a, € C.
Alors p € H(C) et p'(2) = 2N na,z"1.
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1.1.D Propriétés de la dérivée

Lemma 1.6. Q2 C C domaine, f:Q — C, z € €.
Alors f est C-différentiable en zy <= dg : Q — C continue en 2y tq

f(z) = f(20) + (2 — 20)9(2).
Dans ce cas f'(20) = g(20)-

Comparer avec f(z) = f(z0) + L(z — z0) + 0(z — 20)-

Si h:[0,1] — C est différentiable en ¢y, on a bien sir une assertion analogue.
Proof. 7<= f(z) = f(20) + (2 — 20)9(2) =

F(z0) = lim TEL TGO _ gy gy gcomtine o

Z—20 z — ZO Z—r20

=" Supposons que f'(zp) existe. Posons

fE)=f(z0) g , £ 2.
g(z) =4 .,

1 (20) si z = 2.

— ¢ continue en zq car: lim,_,,, g(z) = f'(20) = g(20)-
En plus, f(z) = f(20) + (z = 20)9(2).

Proposition 1.7. Soit Q C C domaine, h = u + iv : [0,1] — Q un chemin C(]0,1]),
feHE). Alors g= foh:[0,1] = C est un chemin C*([0,1]) et ¢'(t) = (f o h)'(t) =
f'(h(2)) - W ().

Proof. Lemme = f(z) = f(z0) + (2 — 20)F(z), F continue en zy € Q et h(t) =
h(to) + (t — to)H (t), H continue en ty € [0,1]. En remplacant z — h(t), zo — h(to),
on obtient:

F(h(@t)) = f(h(to)) + (h(t) — h(to)) F'(h(t)) = f(h(to)) + (t — to) H(t)F(h(t)) = foh
différentiable en tg car t — H(t) F'(h(t)) continue en ty. En plus

(f o h) (to) = limy—y, H(t) F(R(t)) = H(to)F(h(to)) = h'(to) f'(h(to))- o
Theorem 1.8. Q C C domaine, f € H(Q). Supposons f' =0. Alors f = const.

O

Proof. (i) Fixons zg € 2. Q ouvert = 3D = D(zp, R) C Q. Soit z € D et S = {h(t) :=
(1 —t)z0 +tz, 0 <t < 1} le segment joignant zo et z; h est un chemin C(]0, 1]) avec
h(0) = zp, h(1) = z.

Considérons la fonction f o h : |0,
(f o h)'(t) = f'(h(t)) h'(t) = O vt
(Fon)(t) = u(t) +iv(t), (fo h)'(t

1] — C. Elle est bien définie, f o h € C1([0,1]), e
€ [0,1].
)=u (t) +iv'(t) = 0 dans l'intervalle [0,1] = v/ =0
et vV =0 = u = ¢ (constante) et v = ¢ (constante), ¢,¢ € R. Donc foh = ¢+ ic sur
f(h

[0, 1]. Ainsi f(z0) = f(h(0)) = f(A(1)) = f(2). Concl: f(2) = f(20) ¥z € D(20, R)-
(ii)) A:=={z€Q: f(z) = f(20)} . Montrons que A = Q!
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1. A est un fermé dans Q car: a, € A,a, — z € Q = f(z20) = f(an) — f(z)
= f(2) = f(20) = z € A.
2. A ouvert dans (Q car: aeAgQﬁ3€>0:D(a,s) cQ

et f = f(a) = f(20) dans D(a,e) = D(a,c) C A.

Donc: © = AU (2\ A) est une décomposition en deux ensembles ouverts et fermés
dans Q. Q connexe, A4 (), —= Q\A=0—= A=Q. O
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1.2 Equations de Cauchy-Riemann

Rappel
Soit 2 C C un ouvert et f: Q — C.
Alors f est C-différentiable en zg € ) §’il existe une application C-linéaire ¥ telle que

f(z) = f(z0) + V(2 —20) + O0(2 — 20) 2z — 20.

Notons que les applications C-linéaires ont la forme ¥(z) = az, pour a = V(1) € C.

Définition Soit 2 C C un ouvert et f: Q — C.

Regardons C comme espace vectoriel sur le corps R.

On dit que f est R-différentiable en zy € € §’il existe une application R-linéaire & :
C — C telle que

f(z) = f(z0) + (2 — 20) + 0(2 — 20) , 2z — 2p.

Ecrivons z = = + iy, ou x est la partie réelle et y la partie imaginaire de z. Alors la
R-différentiablilité est équivalent a l’existence de deux nombres complexes a = ®(1) et
b= ®(i) tels que

f(z) = f(z0) + a(x —x0) + b(y — yo) + 0(2 — 20) , 2z — 20. (2)

On écrit fy(20) = a et fy(20) = b. Ce sont les dérivées partielles de f en z.

Si f =wu+iv, ou u est la partie réelle de f et v la partie imaginaire de f, on voit que
f est R-différentiable <= les fonctions & deux variables réelles U(x,y) := u(z +iy) et
V(z,y) := v(xz + iy) sont différentiables au sens habituel.

Par abus de notation, on écrira u et v au lieu de U et V. En plus on aura f, = u, +1iv,
et fy = uy +ivy.

Theorem 1.9. Soit 2 C C un ouvert et f : Q — C. Alors f = u+iv est C-différentiable
en zg € ) <= u et v sont R- différentiables en zq et les équations de Cauchy-Riemann
sont satisfaites:

Uy = Uy, Uy = —Vy €N 2 CR
Démonstration Soit h = hy +ihy € C, f'(20) = o+ ip.
[ est C-différentiable en zgp <= f(20 + h) = f(20) + f'(20)h + ©(h)

<= u(xo + h1,y0 + h2) = ’U,(xo, yo) + ah1 — Bho + Re (’)(h)

et
v(xo + h1,y0 + h2) = v(xo, yo) + Bh1 + ahy +Im o(h) (3)

<= u et v différentiables en zg avec u, = o = vy et uy = —f8 = —v, en 2.
Remarques e Soit f = u +iv C-différentiable en zy. Alors f' = f, = u; + v, en 2.
En plus,
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f(z0 +h) = u(zo + h1,yo + h2) +iv(zo + h1,yo + h2) =
(U(l’o, Yo) + iv(zo, yo)) + (@ +iB)h1 + (ia — B)ha + 0O(h),
donc, d’apres (2), f est R différentiable et on a

fz = a+if = u, + iv,; ainsi que fy = ia — B =1if;.

Lemma 1.10. Supposons que f € H(C). Alors
(1) g(z) = f(Z) est holomorphe dans C.
(2) Sien plus f(Z) est holomorphe dans C, alors f est constante.

Démonstration
(1) 9(2+h})L—9(Z) _ f(2+h}i—f(2) _ (f(2+hf)L—f(2)> — )

d'on ¢'(z) = f'(Z).
(2)  f(2) € H(C) et f(z) € H(C) 2 F(Z) € H(C) = Ref = I ¢ 3(C) et
Imf—fQZfGH( ).

En calculant les dérivées partielles, on déduit des équations de Cauchy-Riemann que
Re f et Im f sont constantes (voir TD).

1.3 Les dérivées de Wirtinger

Soit  C C un ouvert et f : Q — C. Supposons que f soit R-différentiable en zy € 2.
Alors, pour z —z9 = §((2—20)+(Z—%0)) et y—yo = 5 ((z—20) — (2—Z0)), on obtient
f(z) = f(z0) + fa(20)(z — 20) + fy(20)(y — vo) + Oz — 20) =

= f(20) + 5 (fa(20) = ify(20)) (2 = 20) + 5 (fu(20) +ify(20))(Z = Z0) + O(z — 20).

Cette représentation est unique. Les dérivées de Wirtinger de f en zy sont alors les
nombres complexes

f2(20) = 5 (fe(20) — ify(20)) et

f2(z0) := 5 (fal20) +ify(20))-

On écrit encore f = af =f.etd= af; = f5

Remarque. Les équations de Cauchy-Riemann prennent donc la forme fz = 0.
En plus, f C-différentiable en zo implique f = f, = f,.

Formules (1) Les opérateurs d et 0 sont des opérateurs linéaires.

2) (f9):= f-9+ f9=, (f9)z = fz9 + fy=,

(

I\ _fa=Ffo- (f\ _fz9-Jg=
¥ <g>2_ g* ’(9)2 g B
(4) (go f)e = (guwo ) fz+(gwo f)fz (90 f)z = (9wo [)fz+ (gwo f)f=
(5) fz: z
6) Z=1,F=0%=0 =1
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(7) Si f est 2-fois continiment R-différentiable, alors % = [z = %Af = %(fm—{—fyy).

Exemples. Soit f(z) = az"z™. Alors % =anz" 17" et % = amz

zm L

Régle : sion a une expression en z et z, on calcule la dérivée de Wirtinger f, en dérivant
f par rapport & z et en regardant Z comme une constante.

De méme pour fz. On a ainsi les mémes regles de calcul que pour les dérivées partielles

de fonctions de deux variables (indépendantes 1'une de 'autre).

1.4 Transformations de Mobius

Définition Une fonction f : C — C est dite holomorphe en oo si la limite de f(z) si

z — oo existe dans C et si f est holomorphe dans I'extérieur d’un disque (<:> f (%)

admet une singularité artificielle en 0 )

a b
d
une matrice dans C telle que det A = ad —bc # 0.
L’application T' : C — C, z ‘Cljig s’appelle transformation de Mobius (ou transfor-
mation homographique).
On note M I’ensemble de toutes les transformations de Mobius.

Définition Soit A =

Propriétés
e 1) A A donne lieu a la méme transformation que A, si A # 0
e 2) T est holomorphe dans C \ {=43

e 3) T est continue sur C.

e 4) T est une bijection sur C.

dz—b
T()=00,T(00)=2%et T (2) = ——
e 5) (C) oo, T (00) ce (2) v
) a b a b _
06)81S,T€M,S~(C d> ,TN(C, d’) alors :
SoTeM o SoT~ (% 2\ (% V).
© c d)\d d)’

donc (M, o) est un groupe.

Ce groupe est engendré par les transformations suivantes :

e -1 inversion : I(z) =1

o -2 translation : T(z) =z+b,beC
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e -3 homothétie complexe : H(z) = Az, A € C\ {0}

En effet Ti(z) = az+b=a(z+2) = HoT, Tr(z) = ﬁ =t L —=HoloT,

z+
a(b_d ~
T3(z) = Zjis Z%-i-iC(;_gC) ==ToHoloT

Propriétés géométriques Soit C la réunion de tous les cercles et droites dans C.
C est décrit par les équations suivantes :

zP+@z+az+B8=0, B8R, acC, B<|al? cercles
az+az+p=0, R, acC\{0} droites

Proposition 1.11. : C-invariance des transformations de Mdébius

TeM,CeC =T(C)eC

Démonstration
Clair si T est une translation ou une homothétie complexe. Soit 7" I'inversion T'(z) =
Posons V = % et soit € = 0,1. Considérons le cercle généralisé

1
>

clzP+az+az+ =0, f<lal®
Alors e +aV +aV +B|V|?=0.

e si 5 =0: on a une droite
e si 3#0: on a un cercle d’équation |V | + 3V + %V + 5 = 0. Notons que

|of?

5 < '3 =B <o)

Proposition 1.12. : Inwvariance de ’angle et de l'orientation

(1) Soit T' une transformation de Mdébius. Supposons que les cercles généralisés C; et
Cy se coupent en un point a et que les tangentes a C; et Co au point a forment un angle
de «a degré. Alors les images TCy et TCy sont des cercles généralisés qui se coupent en
Ta et dont les tangentes en ce point forment le méme angle o (voir fig.)

(2) Soit C un cercle généralisé orienté. Soit O, la composante connexe de C\ C qui se
trouve a gauche de C. Alors T'(O,) est la composante connexe de C\T'(C) qui se trouve
a gauche de T'(C)

Définition Birapport
Soient (21, 22, 23) € C3, z; # 2z pour j # k. Alors la transformation
T(Z) — Z—Z1 22—2Z3

z—23 29—21

satisfait T (z1) =0, T(z2) =1, T (23) = o©

e -sizi=00:T(2) =22 (cest la limite de (x) si 21 — 00)

e -sizp=00:T(z) =22 (cest lalimite de (x) si zp — o0)
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e -sizg=00:T(2) = £ (cest la limite de (x) si 23 — 00)

Elle s’appelle le birapport des points z, z1, 22, 23 et est notée par:

BR(Z7217227Z3)'

Theorem 1.13. Soient (z1, 22, 23) et (vi, vy, v3) deuz triplets de points de C. Sup-
Posons que zj # zj, et v; # vi pour j # k. Alors il existe une et une seule transformation
de Mébius T € M telle que : T(z) = vj (1=1,2,3).

Démonstration
Posons
Ti(z) = BR(z, 21, 22, 23) , To(v) = BR(v,v1,v2,v3).
Alors T=T, ' oTy € Met T(z) =v;, (j =1,2,3).
- Unicité : Soit S une autre transformation de Mobius avec S (z;) = v;. D’on

ShoT () =2 (2=1,2,3).

Mais une transformation de Mobius n’admet qu’un ou deux points fixes dans (@, si elle
est différente de I'identité.
En effet, si a # d dans le cas o b =c¢ =0, on a:

az+b

— 2 _ b=
Cz+d—z<:>cz +2(d—a)—b=0

admet au plus deux solutions dans C.
Finalement S™'oT =id = S =T.

Corollary 1.14. (1) Soit f € H(C), f(R) =R. Alors f(z) = f(2).
(2) Soit T € M, T(R) =R. Alors T(z) = T(2).

Démonstration

(1) 110 = g(z) = JZ) € H(C) . Si z € R, g(x) = [@) = J@) = f(2) = g f =
0 dans R;ﬁ g— f=0surC.

De méme pour (2).
Theorem 1.15. : Invariance du birapport

Soient z1, zo, z3 € C des points différents, z € (AZ, et T une transformation de Mébius.
Alors BR(z, 21, 22,23) = BR(T(2),T(z1),T(22),T(23))-

Démonstration
Soit S(z) = BR(T(2),T(z1),T(#2),T(23)) = S € M et S(z1) =0, S5(22) =1 et
S(z3) = 00. Do S(z) = BR(z, 21, 22, z3) par le théoréme d’unicité 1.13.

- Points symétriques par rapport a des cercles généralisés
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e Soit a4+ bt : t € R I’"équation d’une droite dans C (a,b € C, b # 0). Le

point symétrique de z € C par rapport a cette droite est le point z* = a + ?(E —a).

e Soit dD(zg, R) le cercle de centre zy et de rayon R. Alors le point symétrique de
R2

z € C par rapport a ce cercle est le point z* = 29 +

Z—Z0
Proposition 1.16.  Soit z* le point symétrique de z (par rapport a une droite ou un
cercle C). AlorsVT € M avec T(C) =R =RU {co} on a: z* =T~ YTz).

Démonstration

e T71(Tz) ne dépend pas de T choisi:
Soit T', S € M et T(C) = S(C) = R. Posons M = T o S~1. Alors M(R) = R. 1.14
— M(Sz) = M(Sz). Ainsi (T'o S™1)(Sz) = (T 0 S—1)(Sz) = Tz. En composant avec
T~ on obtient:

§7U(S2) = T~1(T 0 57)(S2) = T(T2).
e SiC est la droite a + bt,t € R, on choisit
T(z)=b(z—a)=T(C)=R
= T(z*)=b(z* —a)=b (a—l—%(E—E) —a) -
=b(z—a)=T(2).

D’ou

2 =T (T%).
e Si C est le cercle 9D(zg, R), on choisit T € M tel que T (C) = R. Un exemple est

fournit par T'(z) = BR(z, 21, 22, 23), oU 21, 22, 23 € C sont des points différents. Alors

BR(Til(@),Zl,ZQ,Zg) ) BR(@, Tzl,ng,ng) =

1

(<

= BR(Tz,0,1,00) = T(lz)_go =T(2).

D’autre part, en utilisant 1.15 pour £ — £ — Zp, on obtient

T(Z) :BR(Z, 21, 22, 23) :f BR(E,?l,EQ,zg,) =

dé

s BR (z =20, 21 — 20, 22 — 20, 23 — 20) -
1o

R? R?

' . . - g R?
Notons que z; € C. Ainsi = =4 A0 Donc en utilisant 1.15 pour & — £ on
obtient

RQ
T(z) = BR T2 A1 T 20,22 — 20,73 — zo> = BR (2" — 20,21 — 20,22 — 20,23 — 20) =

BR (2%, 21, 22, 23) o o
Dot  BR(z*, 21,20,23) = BR (T Y(T2), 21, 22, 23) ? 2 =T"1(Tz).

J.
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Theorem 1.17 (Invariance des points symétriques). Soit C un cercle généralisé et
21, 29, 23 trois points différents sur C . Alors

e 1) BR(z*,21,29,23) = BR (2, 21, 22, 23)

e 2)SiT e M, alors T(z*) = (Tz)*, ot z* est le point symétrique de z par rapport
a C et (Tz)* est le point symétrique de Tz par rapport a TC.

Démonstration

e 1) Voir la démonstration précédente.
e 2) Utilisons 1.16: Soit S € M tel que S(C) = R. Alors (S o T~ 1) (TC) =R

Donc:

T(z*) = T(S™)(S2) = (To 57 (52) = (So 7)) (57) =

= (SoT ) ((§oTN(T2)) = (T(2))"

Proposition 1.18. Soit D le disque unité et H = {z € C : Imz > 0}.
(1)  Les transformations de Mébius T' telles que T'(D) = ID sont de la forme

T(z)=e%22 ot HcRetach.

l1—az

(2)  Les transformations de Mébius T' de H sur H sont de la forme

b
T(z)z%, od a,b,c,d € R et ad — be > 0. (%)

Démonstration (1) Soit 7" € M telle que T'(D) = D. Notons que ceci implique que
T(0D) = dD. Soit a = T~1(0). Alors a € D. Le point symétrique de a par rapport au

cercle {|z| =1} est le point a* = —.

a
Le théoreme 1.17 nous dit alors que T'(a*) = 0* = oco. Donc T a la forme C 5= =
. a—z
A== Soit Sq(z) = T

(2) Soit T € M telle que T(H) = H. Ceci implique que T(R) = R. Posons
R(z,21,29,23) = = a,b,c,d e R
ci+d |ci+d]?

Parce que |S, (2)| < 1l <=|z]| <1 =1<=|z|=1> 1< |z| > 1,
on obtient que T'(2) = € S,(2) est nécessaire et suffisante pour que T'(D) = D.

=T710), 22 =T71(1), 23 = T7!(c0). Notons que z; € R. Alors

( )_ z—2z1 Z2—23 az+b

- z—2z3 29—21

T(i) = 48 TmT(i) = 2¢=be > 0.
Réciproquement, si T satisfait (), alors, d’aprés 1.11, T(R) = R. Comme Im T'(i) > 0,
on en déduit que T'(H) = H.




Chapter 2

Séries entieres

Soit S = > an une série dans C et S, = >_"_; a; ses sommes partielles. On dit que
S converge si lim S, existe. S est dite absolument convergente, si ) |a,| converge.

Theorem 2.1 (Critere de Cauchy). a, € C; > a, converge <= Ve > 0 Ing iq
VYm >n>no:| Y 0L, a5 <e.

Theorem 2.2. La convergence absolue entraine la convergence d’une série.
1. m m
Proof. Utiliser | 27", a;| < 3770, |aj]. O

Definition 2.3. Une série entiere (série de Mac Laurin) est une série de la forme :

(o]
Zan(z—zo)”,ane(c,zo,ze(f.
n=0

Theorem 2.4 (Théoreme de Cauchy-Hadamard). Soit R € [0, 00] défini par :
1 1

s, e /0] T sup 4] < > )

R

n

[e.@]
Alors la série 20 an (z—2z0)" converge uniformément et absolument dans chaque partie
e

compacte du dz’gque D(zp,R) si R > 0.
En plus, la série diverge si |z — zg| > R. On dit que R est le rayon de convergence et
que D(zp, R) est le disque de convergence.

Proof. Posons zp = 0 Soit |z| > R = é < % =VN 3dn>N tq é < Vlay|
= 1< |2"ay| = 2"a, £ 0 = la série X a,2" diverge.
Soit 0<r<Retr<p<R

= %>%$3N€thsup{«k/\ak\,kZN}<%d0chz€D(0,r) et Vn>N:

n n
lanz"] < lan] ™ = |an] () o < ()
p p

n N
= §N lanz" < X <£> = (5) L. = ¢ (majoration uniforme) O

15
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Exemples

e cf = ZO% converge VzeC (W—) —|—oo>

. Efzo(—l)”mz%“ = sin z converge pour Vz € C,

Yo o(=1)" (2711)!z2” = cos z converge pour Vz € C,

o > % 2" = L converge pour [z| < 1.

e > (=1)" ! L 27 converge pour |z| < 1.

o0
Proposition 2.5. La série f(z) = EO an (z — z0)" de rayon de convergence R, R > 0,
n—=

oo
est une fonction holomorphe dans D(zg, R). La série obtenue en dérivant EO an(z —
n—=

o0
20)™ terme par terme, c’est a dire El nan (z—20)"" L, est uniformément et absolument
n=
convergente dans D(zp,7) ¥V 0 < r < R et coincide avec f'(z). De méme on a Vz €
D(z, R):

fRE) =) annn—1)-(n—k+1)(z — 2)"F =
n==k

. . (k)
En particulier: ! kgzo) = ay

Proof. Posons zg =0

1
Ynlay| = ¥n Vl]an| = limsup {/nla,| = i lere assertion
1

1

Montrons que f est holomorphe dans D(0, R)

o0 o n n
z) — w 7 Z7—=w _
S:f() f()_E:nanwn 1:Zan( —nw" 1>.
Z—w z—w
n=1 n=1
On a pour n > 2 d’apres la formule binomiale:
n—1
2" —w" _ L _
_nwn1:§:znk1wk_nwn1
zZ—w
k=0
n—1
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n—2 n—k—2
= E w” (z — w) E 2R =270y
n>2
k=0 7=0
n—2

Soit |z, |w| < p < R. Alors

z2)—f(w oo - o0 n—2n(n—1
18] = |22 5220y w | <z —w] 3302, lanl o2 M0 = |2 — w| H(p).

Z—w
o
Si z = w, alors f'(w) = Zl na, w1l O
n=
Proposition 2.6 ( Théoreme d’unicité). e (a) Siles séries

F2) = an(z = z0)"
0

et

g(z) = Z bn (z — 20)"
0

coincident dans un voisinage de zg alors a, = b,V n.
o (b) Siles séries f(z) et g(z) coincident pour une suite (wi)kec telle que wy, — 2o,

alors a, = b, Vn

Proof. (a) Soit 0 < r < min (R(f), R(g))-
On suppose que f(z) =g(z) V|z—z| <.

k (k
Ces séries sont holomorphes dans D (zp, r); donc on a ai = I ])C(!ZO) =1 ;C(!ZO) =by VEk

(b) Soit f(wk) = g(wg) , wi — 20
f,g continue en zyp = ap = f(20) = limg— 400 f(wg) = limg— 100 g (W) = g (20) = bo.

Par récurrence: ag = by, a1 = b1, -+ ,a, =bp, k—k+1:
oo o
Z an (wj — 20)" = Z by, (wj — zp)"
n=k+1 n=k+1

En divisant par (w; — 29)**! on obtient :

a1+ apyo(wi — 20) + - = 307 111 an (W) — 20)
=300 it bn (w5 — 20)"F = bpyy + brga(wj — 20) + -
Par continuité, si w; — 29, on obtient

n—k—1 _

41 = bpt1
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Chapter 3

Théorie de Cauchy

3.1 intégrales curvilignes et primitives

Définition Soit I = [a, 5] C R.
Toute application continue ¢ : I — C est une courbe.
L’image, qu’on appelle aussi courbe, est notée v = ¢(I).
Un chemin de C est une courbe dans C tel qu’il existe une représentation paramétrique
¢ qui est continiment différentiable par morceaux, c’est a dire dJa = tg < t; < --- <
t, = B tel que

511t ty0 € C (i tral) G =0, m 1

Le chemin est dit fermé si ¢(a) = ¢(B) (on parle dans ce cas d’un lacet)

¢(a) est le point initial et ¢(3) est le point terminal. Chaque paramétrage de v donne
lieu & un sens d’orientation.

Définition Soit v = ¢(I) un chemin dans C. Si f : v — C est une fonction continue
sur . Alors on définit :

B8
/ f(2) dz = / F(6(8) & (t) dt
~y o

Remarque L’intégrale est indépendante de la représentation paramétrique. En effet,
soit h une bijection continit ment différentiable de I = [a, ] sur [o/, 3] tel que h(a) =
o, h(B) =0, et soit ¢ : [, B'] = C un chemin.
On pose ¢1 = ¢ o h. Alors on obtient v = ¢(J) = ¢1(I) et
B B
/ F(1(1)) ¢1(t) dt = / F(o(n(t)) &' (h(t)) W' (t) dt

«

s=h' p
N o) 0'(s) ds

Soit v un chemin dans C donné par le paramétrage ¢ : [a, f] — C. Alors on définit le
chemin inverse par:

19
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v [ 5 Cit e dlat f—1)
Ona [ f(z)dz=— [ f(z)dz

Définition : Addition de chemins v; + Yo

e Soient
v : [aa, f1] = Cet vy @ [ag, B2] — C deux chemins. Supposons que v1(51) = Y2(a2).
Alors 1 4+ 79 est le chemin « défini par

v [oa, B2 —ag + B1] = C;
t=y(t) siap <t < P
t—=yolag —Br+1t)sifr <t < fPo—an+ Py

Alors f“/1+72 - f% T fvz
e Si~; sont des chemins fermés, alors on dit que le systéme 1 U--- U7y, est un cycle.

Notation: 1 + -+ + yn.
e Soient vj, j =1,--- ,n des chemins arbitraires.

On définit / f:Z/ f
Y=y j=1""7i

Définition Soit I = [a, (] et v : I — C un chemin. On définit :

/vf ) |dz] = /f (t)] dt

Ainsi L(y) = [} B4/ (#)] dt est la longueur de la courbe.

ex. Soit [a, b] le segment joignant les points a et b dans C, i.e.
[a,0] = {(1 —t)a+1tb:0 <t <1}. On obtient que f[a y Ldz = fol(—a+ b)ydt =b—a et
fab] 1|dz| = |b—al.

Proposition 2.1 Soit I' un chemin, f continue sur I'. Alors on a

‘/Ff(z)dz‘ﬁ/rlf(z)l dz]

Démonstration Soit [ = fF ) dz. Alors I € C. Si I =0, alors rien est a montrer.
Sil#0,onal=|I|e?sl, Donc

|| —eiargll—/eiarglf(z) dz = Re /eiargff(z) dz
r

r
Soit h(t) = f(¢(t))¢'(t), ot ¢(t) une paramétrisation du chemin I'. Alors

6 8 ,
7] = Re / e~i2e (1) dt —/ Re (Wargfh(t)) dt <
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B ) B
g/ ‘e‘zarglh(t)‘dt:/ Ih(t)] dt.

On en déduit que

B
Iﬂg/vwmwmﬁ=AWMW4
Corollaire 2.2  Sien plus |f| < M sur I alors on a

‘/F £(2) dz‘g M- L(T).

Définition Soit 2 C C un ouvert. Une fonction F' : € — C s’appelle une primitive
de f : Q — C, si F est holomorphe dans Q et F' = f.

Théoreme 2.3 Soit {2 un domaine dans C, i.e un ouvert connexe. Supposons que
f+ Q — C soit continue. Alors on a les équivalences suivantes :

1. f posséde une primitive F' sur €.

2. [ f(z)dz = F(¢(8)) — F(¢(a)) ot ¢ est une paramétrisation C! par morceaux
de I' (en particulier, I'intégrale ne dépend que des points initiaux et terminaux
de I).

3. ff(z)dz=0 VI CQ,T fermé.

Démonstration

-(1) = (2)
Soit ¢’[tj,t]'+1] S Cl([tj , tj+1]) ola=ty<t; < - <th1<th,=0.
Alors on a

ol
/ﬂ@@=2/ F(6(1) &'(1) dt
' =0 T ey @

noloetin
- (Foo) (t)dt

D3 [Fo b)) - (Foo)ty)]

-(2) = (3) évident
-(3) = (1)
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Soit z9 € Q@ z € Q et I', un chemin qcq dans © qui joint zp & z (possible car ) est

connexe).
S RGL
I

Posons
Alors F' est indépendant du choix de I', joignant zg et z car :

=T, +T" chemin fermé

/f Jor-

On a : F holomorphe dans Q et F' =

En effet :
F(z+h) - /f )¢ — /f

- / R de
Fopntlz

= d
= /WW Q) dc

F(z+h)—F(z
FEENZEE ) -
1
\ (f(Q) = f(2)dC| o7 < Ihl 1£(Q) = F(2)l 57 — 0,
[#,5+h] !h! Fain) |h| hs0
car f est continue en z.
- Exemple e Pour n = 0,1,2,--- , le monome z" admet une primitive sur C, a
savoir nilz"“
° Chaque polynéme P(z) = Z;V:o ajzj admet une primitive sur C, & savoir
ZN a;z0th
Jj=0 ]+1

o
e Soit f(z) = EO an 2" convergente sur D(0,R), R > 0.
n=
0 n
Alors F(z) = EO an, % est une primitive de f sur D(0, R).
n—=

e Pourn=-2-3,- est une primitive de 2" sur C \ {0}.

T n+1

e 1 1na pas de primitive sur C \ {0}, car

1 27 1 2
/ —dz = / —tzre”dt / idt = 2mi # 0
|z|=r 0 ret 0

(voir théoreme 2.3).

On voit aussi, que d’apres ce théoréeme et nos exemples ci-dessus / 2"dz = 0 pour

nez\ {-1}. o
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Ce dernier fait peut aussi étre démontré de la fagon suivante:

2m 2m
/ (Tez't)n riet dt — "l / 6i(n+1)t dt —
0 0
O0sinz#—1;2misin=—1

Théoréme 2.4 Soit 2 C C un ouvert et I' un chemin dans C. Supposons que la
fonction :

F:TxQ—=C;, 2~ F(E,2)
satisfait
1. F(&, -) est holomorphe dans Q@ V& eT.
2. F(-, z) est continue sur I' Vz € Q.
3. F,(&, z) est continue en I" x €.

Alors la fonction :
9(z) = [p F(&, z) d€ est holomorphe dans 2 et

Démonstration
Soit z € 2, he€ C tel que [z, z+ h] C Q et

) = =IO e, ae
Alors
= [ [FEEER D e )]

On montrera que I(h) — 0si h — 0.

e Grace au fait que F((, ) est une primitive de F,((, ), on a par le théoréme 2.3 que :

F({,z—i—h)—F(f,z):/[ +h]FZ(§,a)da

1
> 1= [ 4 /mm (Fu(6,0) — Ful€,2)) dod.

Notons que F, est uniformément continue sur I' X [z, z + h]. Donc
Ve > 0,36 >0tel quesi|h| <dona:|o—z|<|h| <0, et ainsi
veEerl

’Fz(f,a) _FZ (5,2)‘ <e

f[z,z+h} (Fz(é,a) - Fz(gaz» dU‘ <e ‘h|
= [I(M)] < Jr [7]elnl €] < e L(T).

Conclusion: limI(h) =0si h — 0.

=
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3.2 Indices de courbes

Théoréme 2.5 indice d’un point par rap. a un lacet/cycle
1) Soit I" un chemin fermé et Q = C\ I". Posons

1 [ de
n(F,z)—m/Fé_z (z € Q).

Alors n(T', z) est une fonction a valeurs entieres dans 2. De plus, elle est constante sur
chaque composante connexe de €2 et nulle sur la composante non bornée de ().

Le nombre n (I', z) est I'indice de z par rapport a T,

est le noyau de Cauchy.
—z

2) SiTy,---, I, sont des lacets et T' le cycle I'y + - - - + Ty, alors on définit :

n

n(l, z)= Zn(f‘j,z).

j=1
L’indice d’un cycle a les mémes propriétés que celui d’un lacet.

Démonstration

2) est évident avec 1).

1) a) Montrons qu’il existe une composante connexe non bornée unique de €.
I' est compact, donc il existe un disque D(0, R) tel que I' € D(0, R). Notons qu’'un
connexe de Q a la propriété d’tre inclus dans une composante connexe unique de €;
donc, il y a une composante connexe g de €2 telle que C\ D(0, R) C Q.

N———

connexe

Notons aussi que toute autre composante connexe de {2 est disjointe avec €g. On
conclut que tous les composantes connexes de €2 différentes de €y, sont incluses dans
D(0, R).

Donc Qg est unique.

b)yn(IT.2)eZ
- Rappel : e¥ =1 <= w = 2kmi pour un k € Z.

Soit z € Q. Posons :

h(t):exp/(]trmds (T:[0,1]—-C), 0<t<1

Montrons que h(1) =1
Sans aucune restriction, I' € C'*[0,1]. Donc h/(t) = h(t)

Posons ¢g(t) = % Alors g € C1[0,1] et
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h(0 1 1
F(O()lz = r0)—=z T INOESE et

car I' fermé

c’est a dire g est constante. Notons que g(0) =

que g(1) = iyL

Donc, g(0) = g(1) implique que = ) - = % Donc h(1) =
On conclut que 2min(T, 2) fo F(Sgs — ds € 2milZ.

c) Montrons que l'indice est constant sur les comp. connexes

La fonction z +—» fr — d¢ est holomorphe dans Q (théoréeme 2.4), en particulier con-
tinue sur €.

Comme n(I', z) € Z on déduit que n(T, z) est constante sur les composantes connexes de
Q (Notons que I'image d’un connexe par rapport & une fonction continue est connexe.)

d) Montrons que n(I', z) = 0 sur O
Choisissons R > 0 tel que {|]z] > R} C Qy (voir a)). D’aprés c¢), n(I',z) est donc
constante pour |z| > R. Notons cette constante par C.

D’autre part,

=0.

2Z—00 Ff—z eroog—z

Ainsi C = 0.
Justifions l'inversion de [ et lim

< m — 0 si |z| = oo. Donc la convergence est uniforme par rapport

SUPg¢er ‘g%z
ag
- Exemple Soit I' le cercle de centre zy et de rayon R > 0.

On suppose qu’on parcourt le cercle N fois dans le sens positif (i.e. le domaine borné
formé par cette courbe se trouve a gauche )

[:2(t) =2+ Re® 0<t<27rN

1 2rN it 2ni N
(F ZO) 274 Jo Re”lRe dt = 2w =N

Soit IV le cercle de centre 2 et de rayon R’ > R parcouru une fois dans le sens négatif.
Alors n(I”,29) = —1. Aussin(D+T",z)) =n—1etn(T+1",21) = —1si R < |z1| < R.

En général, n(T', z) représente le nombre, noté par N, de tours que le cycle I fait autour
du point z, compté avec leur orientation.

justification Soit T'(t) = z + r(t)e®®® une courbe fermée o  r(t) > 0,7,0 €

Cla, B8], T (o) =T (B). Notons que ceci implique que r(a) = 7(8) et que 8(3) — ()
0(8)—0()
27 :

T dt
= n(F,Z)—/a m%

est un multiple de 27. Par définition de N on a: N =
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_ /j (:/((tt)) +if (t)) %

1 B 1
=5 {logr (t)}a +§ (0(8) — 6 (a))

=0 car
chemin fermé

Méthode de calcul de n(L, 2)

Soit I un cycle. Soit D un disque tel que I' décompose D en deux composantes Dy et
Dg. Soit zg4, resp. z4, un point dans la composante de D \ I' qui se trouve a gauche,
resp. droite, du sens de parcours de I" dans D. Alors on a n(I', z5) = n(T, z4) + 1.

3.3 Théoremes de Cauchy

Définition Soit A; trois points non colinéaires dans C. Alors on appelle A =
A(A1, Ay, As) =

{0141 +02A2+ 0343 :0<0; <1,01+02+03 =1} le triangle fermé formé par A;, Ay
et Az. C’est I'enveloppe convexe des trois points A;.

2.6 Théoréeme de Cauchy-Goursat
Soit 2 un ouvert dans C, p € 0, /A un triangle fermé dans €.

Soit f une fonction définie et continue sur 2 tel que f soit holomorphe dans Q \ {p}.
Alors

f(z)dz=0
[OJAN

Démonstration
-lercas: pg A

Prenons les milieux, A’, B’,C’ des cotés de OA.
On obtient 4 nouveaux triangles AJ (j = 1,---,4) avec I (OAT) = L1 (dN).

4 .
OnaJ= [, f(z)dz = x Joni f(2)dz (les AT étant orientés convenablement)
J:

Tjo € L+ A tel que | [y f(2) dz|= .

On appelle ce triangle /A1. On refait le méme raisonnement avec Ay - - -

On obtient une suite décroissante de triangles fermés (donc compacts), notés par A,,.
Notons que A, 11 C A,. De plus leur diametre tend vers 0 ; en particulier : [ (0A,) =
= 1(0L) — 0.

On peut donc appliquer le lemme d’intersection de Cantor: (), A, = {20}

Notons que zg € 2 et que 29 # p car p & A.

Jon, $(2) dz| = .
Comme f est holomorphe en zg on a :

En vue de notre construction,

Ve>0,3>0: 0<|z—20<d=

|f(2) = f(20) = (2 — 20) ['(20)| < |2 — 20]e.
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Soit h(z) = f(z) — f(20) — (2 — 20) f'(20). Parce que le diametre de A\, tends vers zéro,
on pour n assez grand, disons n > ng, que A, C D(zp,6). Donc |h(2)| < |z — zo|e pour
z € Ap,mn > ny.

= ’ZJ < ‘ - f(2) dz‘: ‘/Mn(f(zo) + (2 — 20) f'(20) + h(2)) dz|<

<| [ oGz o]+ [ e <

o)AV

=0 car polynome
Se/ |z — 20| |dz| <
(VAN

sup |z — 20| 1 (90) < 4% 12 (00,

< —
2m FI<VANS

car sup,ep, |z — 20| < diam A, <U(0A,) < £1(0D).
Donc |J| < el? (9A). Faisons tendre ¢ — 0. Alors on voit que J = 0.

- 2iéme cas : p est un sommet du triangle A = A(A, B,C).

Supposons que p = C. Soit ¢ > 0. Choisissons X € [AC] et Y € [BC] tels que
X -Y|<e,|C—-X|<cecet|C—-Y|<e.

En appliquant le premier cas aux triangles ABX et BY X, on obtient

u\—]/ fdzH/ fdz|< sup | 3¢
foJAN oY XC YaN

¢ est arbitraire, on en déduit que J = 0.

- 3iéme cas p se trouve sur le bord du triangle A(A, B, (), disons p € [AC]. Dans ce
cas on considere les deux triangles ABp et BCp et on utilse le cas 2.

- 4ieme cas : p e A°
Formons les trois triangles A; de sommets ABP, BCP, CAP. Le deuxiéme cas nous
donne alors:

3
Jou £ :21 faAj f=0.
Attentijo_n
f,y f(2)dz # 0 en général, f € H (), v courbe fermé dans €.
- Exemple Q=C\{0}, f(z) =1 e H(Q), v = cercle unité.
= Jp f(2)dz = 2mi.
Définition Un domaine D (= ouvert connexe) est appelé domaine étoilé s’il existe

un point a de ce domaine tel que : Yz € D: [a,z] C D.
On dit que dans ce cas a est un point étoilé de D.
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- Exemple Chaque ouvert convexe ; C\ ] — oo, 0]

- contre-exemple C\ {0}

2.7.1 Théoréme de Cauchy Soit D un domaine étoilé. Supposons que f € H(D).
Alors pour tout chemin fermé I dans D on a

/F F(2)dz = 0.

2.7.2 Théoreme de Cauchy Soient D un domaine étoilé, p € D et f : D — C
continue. Supposons que f € H (D \ {p}). Alors pour tout chemin fermé I" dans D on

) /Ff(z)dz:O.

Démonstration D’apres le théoreme 2.3, cela revient a montrer que f admet une
primitive.

Soit @ € D un point étoilé de D. Pour tout z € D on a donc que [a,z] € D. Ainsi la
fonction F(z) = f[w} f(&) d€ est bien définie pour z € D. Montrons que F' € H(D).
Fixons zp € D. Soit € > 0. Comme f est continue en zy on a :

36>0: €= 20| <d=[f(§) — flz0)] <e.

Soit z € D tel que |z — 29| < 8 < & et que le triangle A(a, 2o, z) soit inclus dans D (un
tel choix est possible car D est un ouvert étoilé par rapport a a). D’apres le théoreme
2.6 de Cauchy-Goursat on a f@A(a 20.2) f(&)d¢ =0.

Dot F(2) - F(z0) = [y, f(€) de.

— PR _ p() -

=Z_120(/[Zo7zlf(€)d£— [Zo7z}f(20)d§)=

= (O — flz0)) des

Parce que |z — 29| < 4, on obtient

|z — 20|

— f(20)

Donc F est différentiable en zg et F'(z9) = f(29). C’est & dire que F' est une primitive
de f dans D. Théoréme 2.3 maintenant implique que f7 f(2)dz = 0 pour tout chemin
fermé v dans D.

<e€

‘F(Z)—F(Zo)

Z— 20

|z — 2o -

Proposition 2.8: Formule de Cauchy
Soit D un domaine étoilé et v un chemin fermé dans D.
Soit f € H(D) et soit zg € D\ vy. Alors

n (v, 20) f(z0) = = /f“)de

ﬁ f—ZO
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En plus, f est infiniment différentiable, c’est a dire f’, f”,--- sont holomorphes dans
D et ' ©
NP B i (YR
n(y, z 20) = —— *

(v 20) £ (20) omi |, €= 2! £ ()
Démonstration
1) Posons

f) - f(z) .
o0 =T8T wiezs (¢ zen)

9(2,6) = f'(z) si§ =2

g(z, ) est continue dans D (car f est dérivable) Vz € D. En plus, g(z, -) € H(D\{z}).
En vue du théoreme de Cauchy 2.7 (avec p = z), on a Vz € D:

Ag<z,s>d5:0.

Ainsi [ {8=1E) ge = 0. Done ¥z € D\ I
[, H&de = f(z) J ez de = f(z)2min(y, 2)
2) Appliquons 2.4 4 Q@ =D\ yet a F(,2) = £, (6 €7,2 € Q).

Notons que F(&,z) = % é(_ﬁz = (gf(‘f))g est continue sur v x Q. Comme n(y, z) est

constante sur les composantes connexes de C\ v on obtient avec 2.4 que pour z € D\ y

d / 1 f(&)
0 2E) =n0. 8 () = 5 [ G e
La méme procédure pour les dérivées d’ordre supérieur. D’ou la formule (x).
2.9 Théoreme de Morera
Soit f une fonction continue sur un ouvert Q telle que [, . f(z)dz = 0 pour tout triangle
fermé A\ dans Q). Alors f est holomorphe dans €.

Démonstration
Soit a € ) fixé et D(a,R) C . D’apres la démonstration de 2.3;(3) = (1), ou de
2.7, on sait que pour z € D(a, R) la fonction F(z f[a 2] (&) d€ est une primitive de

f dans D(a, R) (notons qu’ici I'hypothese faA = 0 a été utilisé).

En vertu du théoréme 2.8, la dérivée F’ de F' est holomorphe dans D(a, R). Comme
F’ = f, on a finalement que f est holomorphe dans (.

3.4 Analyticité des fonctions holomorphes

Théoréme 2.10: analyticité des fonctions holomorphes
Soit 2 C C un ouvert et f une fonction holomorphe dans €.
Alors f est localement développable en série entiére dans ). Plus précisément:
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Va € Q il existe une suite (a,) telle que la série E an(z—a)", converge vers f(z) dans

le plus grand disque de centre a inclus dans €2, c est a dire R(a) > d := dist (a,090) si
N#Cet Rla)=00siN2=C

(On dit que f est analytique sur )

En plus, on a pour tout 0 < R < d:

fM@) 1 f(&)
nl 2w Jieqg (€ —a)" ! &

an —

Démonstration
Soit @ € Q et 0 < R < d tel que D(a,R) C Q. Comme f € H(Q2), on a d’apres la
formule de Cauchy 2.8 que pour tout 0 < r < R et z € D(a,r)

0| f(e) de

gfa‘:R g —Z 27Tl

Notons que

z— r
= ’ < &< 1. Ainsi pour tout z € D(a,r) la série

1 1 1 1

_ 1 ZOO (z—a)n

T &—a £un=0 \ £—a

converge uniformément par rapport a la variable £.
Soit I' ={|¢ —a| =R}. D'ouV |z —a| <r

z—a\" dE
§—a 0<§—a> ori

n=

- n f f(”) n
:nz:;](z—a) |:/1" 5—%”*1 2771} Z —a)"

=an

Ainsi R(a) > r. Notons que a, ne dépend pas de r. En faisant tendre r — d, on obtient
R(a) > d.

Remarque Ceci nous montre de nouveau que si f est holomorphe dans Q, alors f’
est aussi holomorphe dans 2.

Définition Soit £ C C. Alors on dit que a € C est un point d’accumulation de FE,
s’il existe une suite (a,) d’éléments différents de E' qui converge vers a.

2.11 Théoréme d’unicité :

Soit D C C un domaine et f,g € H(D). Alors on a les équivalences suivantes :

1. f=gsur D.
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2. I={z€D; f(z) =g(2)} aun point d’accumulation dans D.

3. 320 € D tel que f(2) = g™ (2) VneN

Démonstration
- (1) = (2) évident
- (2) = (3)

Soit zp un point d’accumulation de I dans D. Alors f,g € H(D) 2?0 f et g sont
développables en série entiere au point zg € I.
D’ou (3) (par le théoreme d’unicité des séries entieres 1.4 )
-(3) = (1)
Posons h = f —g € H(D)
A={zeD:h"M(z)=0 VneN},
B=D\A=D=AUBet ANB=1
- d’apres I'hypothese (3) A # (0. En plus A est fermé (dans D).

- A est ouvert ; en effet :

soit wg € A, h est développable en série entiere en wy,
c’est a dire h(z) =) ¥
n=0 n.
=0

(z — wp)™ = 0 pour tout z dans un voisinage V' de wy.

Donc A est ouvert.

Ainsi D est la réunion disjointe de deux ouverts A et B. Comme D est connexe et
A # () on obtient que B = (. D’ot A = D.
Remarques

oo
(1)  Soit e* :Eo %7,1 z eR.
n=

D’apres le théoréme précédent, il n’existe qu’une seule fonction holomorphe dans C qui
prolonge e* & savoir :
z
f(z) = Z )
n=0
(2) La fonction f(z) = exp(—x%) six # 0, et f(z) = 0siz =0, nadmet pas de
prolongement holomorphe dans C, car £ (0) = 0 pour tout n.

(3)  Les zéros d’'une fonction holomorphe f # 0 sont isolés, c’est a dire si f € H(),
alors Z(f) = {a € Q: f(a) = 0} n'admet pas de points d’accumulation dans §2, en
d’autre mots, Z(f) est discret dans €.

3.5 Principe du maximum

Lemme 2.13 : Estimations de Cauchy
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Soit f € H(D(a,R)) et |f(z)| <M Vz¢& D(a,R). Alors :

' M
FM(0) € - (n=1,2,--)
R?’L
Démonstration
Soit 0 < r < R. D’apres le théoréeme de Cauchy on a pour tout z € D(a,r):
n! f(€)
() = o= e
2ma |E—al=r (5 - Z)n+1
Si z = a, on obtient
! M !
PO 5 [ e e e < = M

Maintenant on fait tendre r — R.

2.14 Théoreme de Liouville

Soit f une fonction holomorphe dans C (on dit que f est une fonction entiere). Sup-
posons que f est bornée. Alors f est constante.

Démonstration

feH(C Z

D’apres les estimations de Cauchy on a

ogmgﬁ VR>0,n=12--
n! Rn

En faisant tendre R — oo, on obtient que f(™(0) =0 Vn=1,2,---.
On en déduit que f = f(0).
2.15 Théoréeme du maximum
Soit Q un domaine de C, a € 2, f € H(S2). Alors ou bien f est constante ou bien tout
voisinage de a contient un point b tel que |f(a)| < [f(b)|, c’est a dire f n’admet pas de
maximum local dans ().

z” converge Vz € C. Soit |f| < M.

Démonstration
Supposons que f admette un maximum local en a, i.e. qu’il existe un disque D =

D(a,R), DCQtel queVze D, |f(2)| <|f(a)l.

(1) Montrons que f est constante sur D.
D’apres le théoreme 2.10,

e}
z):Zan(z—a)”, |z —a|] < R.

Pour 0 < r < R on obtient:
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2 ) 0
= /0 |f (re® + a)|? db = 2%2 lan|? 2" .
n=0
D’autre part :
27
1< [ 1#@P b = 2x |7(@) = 2 aof
0

cest a dire que  |agl? + D00 |an|*r? = D200 ) Jan*r?" < ag|?.
Donc a,, = 0 pour tout n =1,2,---. Ainsi f|p = ag = constante.

(2) Le théoreme d’unicité 2.11 implique implique maintenant que f est constante sur
Q.

2.16 Théoréme du maximum (2™ version) :

Soit K C C un compact, f € C(K) et f € H(K®). Alors

max |f(z)| = max |f(&)].

zeEK EEOK

Démonstration
Supposons qu'il existe a € K° tel que |f(a)| = max,cx |f(2)].
Comme les composantes connexes de K° sont connexes, on peut appliquer la premiere
version du théoreme du maximum a la composante connexe C' de K° qui contient a.
Dong, f est constante = f(a) sur C. Comme C'NIK # (), on en déduit que

max |f(z)| = max [f(z)|.

s |f(2)] = max 17(2)
Corollaire 2.17

Soit  C C un domaine et f € H(S2) non constante. Supposons que a est un minimum
local de f. Alors f(a) = 0.

Démonstration Par hypothese il existe un disque D = D(a,r) C Q tel que |f(a)| <
|f(2)] pour tout z € D. Supposons que f(a) # 0. Alors f n’admet pas de zéros dans
D. Ainsi % est holomorphe dans D. Comme a est le lieu d'un maximum de % dans D,

on conclut avec 2.15 que % et ainsi f est constante dans D. Comme {2 est connexe, le
théoreme d’unicité 2.11 implique que f est constante sur €2. Contradiction.
Définition

Soit € C C un ouvert, a € Q et f € H(Q\ {a}). Alors on dit que a est une
singularité isolée de f.

Elle est dite artificielle s’il existe un prolongement h holomorphe dans € tel que
hloviay = f

- Exemple %, exp(%)

0 est une singularité isolée.

2.18 Théoreme de Riemann sur les singularités artificielles

Soit Q C C un ouvert, a € Q et f € H(Q \ {a}). Supposons que f soit bornée dans un
voisinage pointé de a (c’est a dire dans D(a,¢) \ {a}).
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Alors a est une singularité artificielle de f.

Démonstration
Posons h(z) = (z —a)? f(2), z € D(a,e) \ {a} , D := D(a,e) C £, et h(a) = 0.
= heH(D\{a})

on a
h(Zi : Z(a) _ (Z _ a) f(Z) fzbi::ée 0.

Donc h € H(D) avec h'(a) = 0. D’apres le théoreme 2.10, h est développable en série
entiere, c’est a dire :

h(z)zz an(zfa)":Zan(zfa)”, VzeD.
n=2

n=0

o0

= f(2) =35 =Y an(z—a)"? VzeD\{a}

Donc cette série est le prolongement holomorphe de f dans D.
Posons g(2) = f(2)siz € Q,z#aet f(2) =Yy an (2 —a)" ?si z € D.
Alors g est bien définie et holomorphe dans 2. C’est la fonction cherchée et elle est

unique.
Application Soit f € H () et a € Q. Alors W

holomorphe f* en a. Celui-ci satisfait f*(a) = f'(a)

admet un prolongement

3.6 Version homologique des théoremes de Cauchy

Définition Soit 2 un ouvert de C.
(1) UncycleI’ =T1 4+ ---+T, dans Q est dit homologue & zéro par rapport a Q (on
note T’ 50) sin(lz) =0 VzeC\Q.

(2) Deux cycles I'; et I'y dans 2 sont homologues (par rapport a Q), si I'y — I'y 5 0;

notation: I'y ~ Ts.

- Exemple SoitD={z€ C:[z] <1} et Q=D\{0}et Iy =C (0, 1) le cercle centré en
0 de rayon %, parcouru une fois dans le sens positif. Alors I'; % 0 car n(I';, 0) =1#0
Q

Soit I's =C (0, %) parcouru une fois dans le sens négatif et I' = I'; 4+ I's.
Alors T v 0 car pour zg = 0 on a n(I', 0) = n(I'1,0) +n(l2,0) =1+ (—1) =0 et
pour |zp| > 1 on a: n(I', z9) =0, car 2z est dans la composante non bornée de C \ T".

Proposition 2.19  Soit © un ouvert convexe (ou étoilé).
Alors chaque cycle I" dans ) est homologue & zero par rapport a §2.

n
Démonstration Soit zp € C\ Q et soit I' =) I';. Alors
j=1
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1 1 1§ 1
T, 2) = — g = .
n( 720) 271 1"5_20 f QWZJZ;/l:‘J g_ZO

Comme 6 — € H (Q) (par rapport a £) le théoréme de Cauchy pour les domaines étoilés
nous fournit le résultat n(I, zp) = 0.

2.20 Théoreme de Cauchy global

Soit Q un ouvert dans C, f € H(Q) et soit I' un cycle dans ) homologue & zéro par
rapport a ).

AlorsVze€ Q\T on a :

D) n(l,2) f(z) =5 fr ya ) d¢  (formule de Cauchy)
(I1) [ f(z)dz=0.
(III) Si Ty est un cycle homologue a T'y par rapport a Q (c’est a dire T'y — T’y 5 0),

alors

fdz= fdz VfeH(Q).
I I
Démonstration
(1) Notons que (I) <= (I') , donné par

(' /dezo VzeQ\T.
Soitg(g,z)—f(s) /(z) si€#£zet (£, 2) e QxQf(2)si€ = 2.
e g est continue sur 2 x ).

e g est continue hors de la diagonale complexe d.

e soit a € N et (a,a) €d

Parce que f’ est continue (2.10), on peut choisir un disque D = D(a,d), D C Q et tel
que :

If(w)— f(2)]<e Yw,z€D.

Soit z1 # z9 € D, D est convexe = w(t) =(1—t)za+tz € D pour 0 <t <1.
Comme

R e e L
[22,21]

21 — 22 Z1 — 29

on a:

1
961 22) = glaa)| = | [ 1) = @] at]< <.

e ¢(&,-) est holomorphe dans ).
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En effet, V& € Q g(&,-) est borné dans un voisinage de £. Par le théoréme de Riemann,
g(&,-) est holomorphe en z = &.

(2) Soit h(z) = [rg(w,z)dw = h est continue sur €.
On a meme que h € H (). Pour montrer cela, on peut utiliser le théoréme de Morera:

Soit A C € un triangle fermé. Alors
neyds = [ ([ gt.de) dx
0A oA NT

:/F(/{m 9(6.2)d=) dE = 0

car g(&,-) hol. dans 2 = 0.

(8) Soit O={zeC\T : n(l,z) =0}

O # () car la composante connexe non bornée de C\ I' est inclus dans O. De meéme,
ONQ#ND.

De plus O est ouvert (car réunion de composantes connexes de C \ I' et celles-1a sont
ouvertes).

Posons :

1
hl(z):,/f(w)dw7 z2e€0
2t Jpw — 2
D’apres 2.4, hy € H (O).
Soit z € O N K. Alors

w—z

hi(z) = 271”/1“ Jw) = () dw car n(T,z)=0.

Donc d’apres la définition de h on voit que h1 = h sur ON . D’ou h; est un prolonge-
ment analytique de h, i.e. 3¢ € H(QUO) tel que ¢lq =h, dlo = h1.

(4) QUO=C
Eneﬁ‘ethO, cestadiren(I',z) =0 Vz&Q

= C\QCO=0UQ=C,

De (3) et (4) on obtient que ¢ € H(C). En plus, lim, o ¢(2) = lim, o0 h1(2) =
lim, 00 2%” Jr % dw = 0.

Donc ¢ est une fonction entiere bornée. La limite a I'infini étant 0, le théoréeme de
Liouville implique que ¢ = 0 dans C. Ainsi

h =0 sur €, donc h(z) :fF%dsz Vze Q\T.

IT - Soit F(z) = (2 —a) f(z) ot a € Q est fixé, d’ou :

f(z)= Fz) avec F e H(Q)

Z—a

0% /FF(Z) dz = 2rmi n (T, a) F (a) = 0.

zZ—a
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Ainsi [;. f(z) dz = 0.
III - Iy ~ Iy < T'1 — Iy 5 0= 0= [ _,[()dz =0 = [ f(z)dz

)
Jr, f(2)dz.

37
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3.7 Théoreme du résidu et applications

Définition Soit f holomorphe dans Q@ = D(a, R) \ {a}, 0 < r < R. Alors le nombre

Res(f,a) = 1/| _ f(z)dz

21

s’appelle le résidu de f en a.

Remarque Le théoreme de Cauchy global nous dit que Res(f,a) ne dépend pas
du choix de 0 < 7 < R, car {rie : 0 < t < 27} 5 {ree® : 0 < t < 27} pour

0<r; <re <R.

3.1 Théoréme du résidu

Soit © C C un ouvert et P C  un ensemble discret (c’est a dire P n’a pas de point
d’accumulation dans €2). Soit f € H(2\ P) et v un cycle dans 2 tel que :

YyNP=10et 730. Alors

21

=" n(y,p) Res(f,p).

peP
Démonstration.
1)  Notons que P, qui est l'ensemble des singularités isolées de f, est au plus
dénombrable.
2) Q\ P est ouvert, car (P\ P)NQ=0.
3) Siwe )\ P,alors Res(f,w)=0.
En effet, il existe un disque D = D(w,e) C Q\ P tel que f € H(D). D’ou par Cauchy:

/ f(z)dz=0.
lz—w|=5

Ainsi (3) est vraie. On conclut que les deux sommes coincident.
4) Les deux sommes sont des sommes a support fini. En effet considérons C' = {z €
C\~v : n(y, z) # 0}. On voit que C est un compact et que C' C Q. Notons que =y v 0.

Comme P est discret, il n’existe qu'un nombre fini d’éléments de P dans C' (resp.
dans C) (sinon P aurait des points d’accumulations dans C' C Q). Notons aussi que
PNC =PnC. Dou le support est fini.

5) Soit PNC = {a1,az,, - ,an}.

Choisissons des disques D(a;, ;) = Dj tel que

feM(Dj\{a;}), D; € (2\ P) U {a;}.

Orientons les frontieres «; de D; de facon positive.
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Posons :
n

V==Y nly, a)
a—
:njEZ

Alors ~v* est un cycle dans ) tel que v* ~ 0 par rapport a Q \ P. Justification:
Notons d’abord que (2 \ P)¢ = Q¢U P. On distinguera trois cas:
-w e Q° = n(y,w) =0 et n(y;,w) =0. Ainsi n(y*,w) =0

Y~

n
-we P\{a, - ,an} = n(y,w)— X n; n(y;,w) =n(y,w) =0, car w ¢ C.
j=1 —
=0
cw e far, - an} = n(yt,w) =n(y,ar) —n(y, ax) =0 car
wW=ag

n(vj, ak) = 0j k- .
6) feHQ\P) = 0=fy*f(2)dz=fwf—j§1 ni [, f

Cauchy
global

= [, f(2)dz = 2mi ji]l n (v, a;j) Res(f, a;).

Définition Soit a une singularité isolée de f € H(D(a,r) \ {a}). On dit que f a un

pole en a si lim f(z) = co. Si a n’est ni une singularité artificielle, ni un pole, alors on
zZ—a

dit que a est une singularité essentielle.

- Exemple Soit f(z) = 587 P et Q des polynémes premiers entre eux. Alors les po

les de f sont les racines de Q.

- Exemple f(z) = %, z =0 est un po le.
- Exemple f(z) = e'/*. Alors z = 0 est une singularité essentielle.
)

Soit © = D(a,r) \ {a}. Supposons que a soit un pole de f € H(Q2) et que f # 0 dans
Q. Alors % € H(Q) et a est une singularité artificielle de % (Riemann). Notons que

lim,_q ﬁ =0.

Posons g(z) = f(lz) sizeQet gla) =0. Comme g € H(D(a,r)), on a:

9(z) =307 yan(z —a)™ pour |z —a| < 7.

En plus, il existe ng tel que g(a) = --- = g~V (a) = 0 et (™) (a) # 0. Notons que
g(z) = (z —a)"™G(z), ou G € H(D(a,r)) et satisfait G # 0 dans D(a,r).

On dit que a est un zéro d’ordre ng de g ou a est un podle d’ordre ng de f. On appelle
aussi ng la multiplicité du zéro ou du pole.

Ainsi f a un podle d’ordre ng en a si et seulement si lim,_,, f(2) (z — a)™ existe et est
différent de 0 (ng € {1,2,---}).
En plus :

f(2) = ! -

(2 = @) tng + (2~ " T gt + -




40 CHAPTER 3. THEORIE DE CAUCHY

1 1
(z—a)™  lan, +h(2)]
Notons que an, + h = G, que h holomorphe dans D (a,r) et que h(a) = 0. En plus
é € H(D(a,r)). Ainsi

1 - 1
= Z bn(z —a)", o by = —. On obtient donc:
G(z) n=0 0

FE) =D bz —a)" ™ =
n=0

b(] b1 b'n,o—l
(z—a)™  (z—a)n1 LR g

_|_bn0_+_...‘

partie principale

Calcul des résidus f(z) = (Zaf;;)n +- 4 (Z‘I_;;)Q + (a_;al)l = Res(f,a) =a_1,

car pour j # 1 la fonction rationnelle (ZCZ;;)J admet une primitive dans C \ {a}.
Proposition 3.2 Sia est un p6 le d’ordre N de f, on a
i dN—l N 1
Res(f,a) = lim W((Z —a) f(z)) (]\77

z—a — 1)!

~—

Démonstration Parce que a est un pole d’ordre N, on a que lim,_,4(z — a)" f(z
existe et est différent de 0. Ainsi, d’apres 2.18, il existe H € H(D(a,r)), H(a) # 0 te
que H(z) = (2 — a)NH(z) pour z € D(a,r). Donc

—_—

__HG)
_H@+H@E-a)+ -+ (z-aVHM (@) 31 +---
B (z —a)N N
_ H(a) H'(a) HN=1(q)
st P e B s pop )

ot F' est holomorphe dans D(a,r)

= Res(f,a) = ﬁH(N_l)(a).
Lemme 3.3 Soit f = ¥ ot g,h € H (D (a,r)). Supposons que g(a) # 0, h(a) =

0, h'(a) #0. Alors a est un péle simple de f et Res(f,a) = g,(('i)).

Démonstration

(z—a) f(z) = h(zg)(—zh)(a) o g,({;))_

(2—a)

Appliquer maintenant la proposition 3.2 .
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Lemme 3.4 :résidu de la dérivée logarithmique d’une fonction méromorphe Soit 2 C C
un domaine et f une fonction méromorphe dans €2, c’est & dire, f est le quotient de
deux fonctions holomorphes dans €2, non identiquement nulles. Alors Va € € :

Res ( , ) = N si a est un zéro d’ordre N de f et = —N si a est un po le d’ordre N
de f.
Démonstration
1) f(2) =(z—a)N g(z) ot g € H(D(a,r)), D(a,r) CQ, g # 0 dans D(a,r)
' _ N
= f T z—a

Soit v le cercle de centre a et de rayon 5. Alors d’apres Cauchy
1 g, = 114 g, -
.f,y Fdr = Nn(’y,a)—l—sz,y o dz=N+0.

211

=1
2) f(z) = zg—(i)N ou g € H(D(a,r)), D(a,r) CQ, g+# 0 dans D(a,r)

— 9 _ N
f g za

N

:>27r7,ffyf 27rzf d _% v z—a

Corollaire 3.5 Soit h € 7—[( (a,7)), f € H(D(a,r)\ {a}). Supposons que a ne soit
pas une singularité essentielle de f. Alors

pes (nha) =ni@yes (%.a).

g(z) ou g est holomorphe dans D(a,r) et satisfait g(a) # 0.

Démonstration :
Ecrivons f(2) = (z — a)V
Notons que N € Z.

Supposons que g # 0 dans D(a,¢), avec 0 < & < r. Alors

! Nh /
nl - e
/' z—a g

!
1 fdz—N/ MZ) 40—
|2—al

2mi Jis—q)= 270 Jiyglme 2 — G

Donc

f/

= Nh(a) = h(a )Res(7 ,a).

(Notons que h% est holomorphe dans D(a,¢) ).

3.7.A Calcul d’intégrales impropres réelles

- Exemple 1 Supposons que R = g soit une fonction rationnelle, continue sur R telle
que deg ) > deg P + 2. Alors

(1) f+oo x)dr =2mi X Res(R,z).

Imz>0
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- Exemple 2 Supposons que R = Q soit une fonction rationnelle, continue sur R telle
que deg ) > deg P + 1. Alors

2 T R(x) "™ *dx = 2mi ¥ Res(R(z)e"™*,€).

@) [P R@)emdn=2mi | T Res(R()em™ )
Démonstration (2) Comme deg@ > deg P + 1, on voit que zR(z) est bornée pour
|z| > po. Donc |R(z)| < C/|z| pour |z| > po. En particulier il n’y a plus de poles dans
2| > po.
Pour p > po, soit I' = T'(p) la frontiere du demi-disque |z| = p, Im z > 0, parcourue
dans le sens positif.
Soit p > pg. Alors, d’apres le théoreme des résidus on a:

/R )eimEdz = 2mi Z Res(R(z)e™,€).

Im&>0

Soit I'; le demi-cercle pe' : 0 <t < 7, et I'y le segment [—p, p]. Alors
fr = fn + frz

1) fr2 R( zmzdz _ fp lmtdt

(2) On utilisant llnegahte

2
0<Zt<sint<t<

e
27

3

on obtient pour z(t) = pe’t
R(z)e"™*dz| < / |R(2)] eRe0m2) |dz] < / ge*mlmz |dz|
N1 I I |Z|

— C’ 07T efmpsmtpdt =920 fﬂ/2 efmpsintdt S 20 foﬂ'/2 e—mp%tdt —

— —mp2t] |72 c
—20%;[ m"w”() < 7r—>Os1p—>oo
p ;
Donc lim R(t)e"™dt existe et coincide avec
p—=oo ),
2mi Z Res(R(z)e"™*,€).
Im&>0

- Exemple 3 Supposons que R = @ soit une fonction rationnelle, continue sur |0, oo|
telle que deg @ > deg P 4+ 2 et que R ait au plus un pole simple en 0.
Soit 0 < a<1et

2% = (re'?)* = roelo? 0< ¢ <2m.
Alors
00 o—ima
/0 z% R(z) dx = i ; Res (2% R(z), &).
Démonstration Soit f(z) = z*R(z). Alors f est une fonction méromorphe dans

Q =C\ [0,4+00[. Notons que chaque cycle dans € est homologue & zéro, car 2 est un
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domaine étoilé. Donc on peut appliquer le théoreme du résidu a la courbe I' = I, ;. g,
étant définie comme la frontiere du domaine {z € C:r < |2| < R, ¢ < argz < 27 —¢}.
Ici les parametres 0 < € < /4, 0 < r < R sont choisis de telle fagon que tous les poles
de f dans Q soient contournés une fois dans le sens positif par I' (voir fig).

Ainsi [ f(z)dz = 210 ¢4 Res(f,€).
I. z=te", r<t<R:
R . . . R
/ F(2)dz = / 1969 Rt dt —s [ 1°R(E) dt.
I ”r e—0 r

II1. =z = te(%*g)i, r <t < R orienté négativement:
R
/ f(Z)dZ — _/ tae(Qﬂfe)aiR(te(%rfe)i)e(%rfs)i dt
I ,

- rR
— 2™ / t*R(t) dt.

e—0
C
II.  Notons que 'hypothese sur le degré nous donne: |R(z)| < B pour |z| = R > Ry.
z
Ainsi
| [;7 f(2)dz] < 27R max,_g|2|*|R(z)| < 27rR~Ra% = R?{r,ca Pl 0.

IV. Parce que R(z) a en plus un pdle simple a lorigine, il existe ro > 0 et C > 0 tel

que |R(2)| < C/|z| pour |z] < rg. D’ou
< 27r max |z|*|R(2)| < 27Cr® — 0.
z|l=r r—0

/IV flz)dz ||

/I+\{%+/m+4%2mzl%es(f,§)

££0

pour r — 0, R — +o0 et € — 0, on déduit

(1 — e?mo) / x*R(x)dx = 2mi Z Res(z“R(z),£).
0 £#0
L’égalité

Tat

211 2mie” Te T

1— e27raz' e—ﬂ'ai _ ewai sin(om)

nous donne finalement ’assertion.

+oo o
/ J: d T 0<ax<xl
0

1+ 22 v QCOS(O%)’

- Exemple 4
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- Exemple 5 R rationnelle (2 variables)

27
I= R (cos@, sin®)do
0
Posons cos 6§ = % (z + %) sinf = % (z — %) .
Alors
I= / Ri(z)dz = 2mi Z Res(Ry, z),
|z]=1

|z]<1

1

1 z+1 21
ou R; est la fonction rationnelle Ry(z) = —R ( 5 = % Z) -
z i

3.8 Singularitées isolées

Rappel.  Soit f € H(D(a,r) \ {a}); c’est a dire a est une singularitée isolée de f.
- a est une singularité artificielle <:>;1_1>T(11 f(2) existe

- a est un po le <:>;1_Ig f(z) =40

- a est une singularité essentielle si a n’est ni artificielle, ni un pole

3.6 Théoréme de Casorati-Weierstrass

Soit Q. = D(a,r) \ {a} et f € H(S,). Les assertions suivantes sont équivalentes:

(1) a est une singularité essentielle de f,
(2) f(€Q) est dense dans C V0 < e <.
Démonstration
Remarquons que 'assertion (2) est équivalente a : Vw € C 3z, — a tel que f(z,) = w
(2) = (1) clair.
(1) = (2): Supposons que (2) soit fausse, c’est a dire 3e >0, S = f(Q.) C C. D’ou
C\ S est un ouvert non vide. Ainsi 36 > 0, Jw € C tel que
VzeD(a,e)\{a}: |f(z)—w|>0d
On pose
1
9(2) = 7 ~——
= —w
Evidemment, a est une singularité isolée de g.
Comme |g| < % dans €., par Riemann on en déduit que a est une singularité artificielle;
donc g admet un prolongement holomorphe dans Q.U{a} = D(a,¢€), que I'on note aussi
par g.
- ler cas: g(a) #0
gla) 0= ﬁ = f(2) — w est borné dans D(a,e’)\ {a},on0<e <e

ou z€Q.=D(a,e)\{a}.

Riemann

f a une singularité artificielle en a.
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- 2éme cas : g(a) =0

Soit m Vordre de la racine a de g. Donc g(z) = (2 — a)™h(z) ou h(a) # 0, h €
H(D(a,¢)). Ainsi, a est un pole d’ordre m de %. Comme % = f—w dans 2, on conclut
que f a un po6 le d’ordre m en a.

3.9 Séries de Laurent

“+oo
Définition Soit L(z) = X ap (2 — 20)" =
—00

—1 —+o00
=3 an(z—20)"+ % an(z—z0)" =
—00 0

o 1 oo n
:]El Ak gyt TEO an (z — 2z0)™.

L est une série de Laurent de terme principal

-1

Y an(z—20)™

—0o0

Remarque Soit R, le rayon de convergence de

00 +oo
%] ar (z — 20)F et R_ celui de kZ a_gw”®. Alors la série de Laurent converge pour
=1

tout z € C tel que :
|z — 20| < Ry et |z—z| > 7.

Ceci étant équivalent a R—l_ < |z = 20| < R4, on voit qu'une condition nécessaire et

suffisante pour la convergence d’une série de Laurent est que }% < Ry.
La convergence est uniforme dans chaque partie compacte de la couronne

A:{zeC D < |z — 20 <R+},
et absolue dans toute la couronne A. Notons aussi que R_, Ry € [0, 00].

3.7 Théoreme de Laurent
Soit f une fonction holomorphe dans Q) = {z € C: r < |z—z| < R}, o0 <r < R < 0.

Alors f est développable en série de Laurent dans €); c¢’est a dire il existe a,, € C, n € Z,
—+00

tel que la série Z an (z — 2z0)" converge ¥V z € Q vers f(z).
—0o0

Les a,, sont déterminés de fagcon unique. De plus on a

Qp = 1/ Ldf ou r<p<R.
13

B 277” —zo|=p (5 - ZO)n+1

Démonstration

Soient 7 < p1 < p2 < R et I'; le cercle centré en 2y de rayon p; parcouru une fois dans
le sens positif.

Posons I' =T's — I'y. Alors I' est un cycle homologue a 0 dans €2, i.e, I’ ~ 0.

D’apres le théoreme de Cauchy global :

n (T, 2) f(z) = 5 [ L dz vz € Q\T.
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Soit p1 < |z — 20| <p2=n(l,2) =1
D’ou : X

10 =50 | [~ [ | L= per- )
ol

1
21/ gf(g)z d¢ définit une fonction fo € H(C\ I'z), en particulier fo € H(D (2o, p2)),
T s —

et
G
2 Jp, §— 2
f1 € H(C\ D(z0, 1))

(1)  fa est développable en série entiére en zp, c’est a dire Vz € D(zg, p2) et p1 < p < p2
on a:

d¢ définit une fonction f; € H(C\ I'1), en particulier

+oo
; 1 f2(§)
fa(z) = an(z —20)" ou a, = / IS e
g " " 2mi |€—z0|=p (E - ZO)n+1
(2)~0n pose w = ﬁ, lw| < p—11~
frowl < 2} = CO#we filw) = fi(20+ )
/1 est bien définie car |z + L_2l=|t] > .

De plus lim f; (w) = li = 0.

e plus lim fi (w)N im fi(z)=0 )
D’apres Riemann f; admet un prolongement holomorphe en 0 noté aussi par fi, i.e.
fieH (D(O, p%))

Soit fi(w) =Y o0y bpw"™, ot |w| < p%. Notons que by = 0 et que pour |z — 29| > p1 on
~ 1
A =R (1),
Z— 20
De (1) et (2) on obtient:

Z — 20

+00 +oo n
1
p1<\z—20\<p2:>f(z):g an(z—zo)”—g bn< )
0 1

- Unicité des coefficients a,,
Posons a_,, = —b,, si n € N*. Alors

+00
f(z):Zan(z—zO)” p1<|Z—ZO|<p2.
—00

En plus,
3] — _—
(€ — z)F1 Eikzo t 2 (-
otk

admet une primitive dans p1<‘§*250|<p2



3.9. SERIES DE LAURENT 47

1 f€)
- d¢ =arp+0 VkeZet pr <p<po.
2mi Jig—z1=p (€ = 20)**!

Comme pour tout p; < p < pa les cercles {zg + pe’ : 0 < t < 27} sont homologues
dans €2, le théoreme de Cauchy global implique qu’ainsi les coefficients az ne dépendent
pas de p resp. p; et pe. En faisant tendre p; — 7 et po — R, on voit que f(z) =
S %4, (2 — )™ converge pour tout z tel que r < |z — 2| < R.

Théoréme 3.8  Soit f holomorphe dans Q = D(zp,¢) \ {20}
+oo

Alors dans € , f est développable en série de Laurent EOJO ag(z — zo)k et la partie
principale converge V z # z3. On a

(1) zp est une singularité isolée artificielle <= a, =0 Vk <0

(2) zp est un pole d’ordre m <= ap =0 Vk<-—-m

(3) 2o est une singularité essentielle <= il existe une infinité d’indices négatifs k, tel
que ag # 0.

Démonstration

Pour montrer (1) et (2), utiliser le fait que zp est une singularité artificielle (m = 0),
resp. un pole d’ordre plus petit ou égal a m ,(m =1,2,---) de f, si et seulement si
lim,_,,, (2 — 20)™ f(2) existe.

Exemples o Soit f(z):#é_metﬁz{ze(c:l<]z|<2}. Alors
f(z):z11_232:ilii+li§:
:ig(i)nJrg(;)n:---;+i+1+;z+iz2+m
o g(z)=exp(i), Q=C\{0}. Alors
S (2 e e

Proposition 3.9 Soit Q = D(zo,7) \ {20}, f € H(N?) et
f(2) =) an(z = z)"
la série de Laurent de f dans Q. Alors Res(f,zp) = a_1.

Démonstration Ecrivons

00
a_

f(z) = ot > an(z —20)".

z —

— o0

n#—1

=9(2)
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Parce que g admet une primitive dans €2, on obtient pour 0 < p < r que Res(f, zp) =
%ﬂ'i |§*Z0|=p f(é-) df =a—1.

3.10 Zéros de fonctions holomorphes

dénombrement des podles et des zéros

Définition Soit &/ C C un domaine borné et soit I' un cycle dans C.
On dit que U est bordé par I' si :

(i)ouU =T

(i) n(l,a)=1siaceUUet0siacC\ (I'UU)

- Exemple U =D; D\{0}; {2€C:|Rez|< 7, |Imz| < T}
{z€C:0< Ry <|z— 20| < Ra}.

Théoréme 3.10 Soit D C C un domaine et f méromorphe dans D. Soit A la
réunion des poéles et des zéros de f. Supposons que U soit un domaine de C et I" un
cycle dans D \ A tel que :

i) UC D

ii) U est bordé par T'.

Alors

(1) le nombre de p6 les (P) (resp. de zéros (N)) (multiplicité incluse) dans U est fini.

p= Y [ —nie
(2) N sz,/rfdz n(fol,0).

Démonstration

(1) Notons d’abord que A est discret dans D et que A est dénombrable, car les zéros
et poles d’une fonction méromorphe sont isolés, i.e. n’ont pas de point d’accumulation
dans D.

Comme U est compact et « C D, on en déduit qu’il n’existe qu'un nombre fini
d’éléments de A dans U ( méme comptés avec leurs multiplicités)

(2) On voit queFrBO. En effet, soitaEC\DﬁaGC\agn(F,a):0.

Soitaeugn I'a) =

Comme Res(fTI, a)=0sia¢A, onadapres le théoreme des résidus :

g Jo 0z = CocacuRes (§.0) = ¥ m(f.a)= T ord(f.a) =N~ P
géﬂ;u aEpZ/tﬂA

ou m(f,a) est la multiplicité du zéro a de f et ord(f,a) est 'ordre du péle a de f.
D’autre part, si v est une courbe fermée dans D \ A paramétrée par z(t), a <t < 3,
on obtient:

g, — B D) 1
Jpde = Ja ey A@dt = I Gt dt = [ dt = Jpo, i dw = 2min(f o
v, 0).
De méme pour des cycles.




3.10. ZEROS DE FONCTIONS HOLOMORPHES 49

3.11 Théoréeme de Rouché

Soit D C C un ouvert et K C D une partie compacte. Soient f,g € H(D). Supposons
que |f+g| < |f|+|g| sur OK. Alors f et g ont le méme nombre de zéros dans K (resp.
K) (multiplicité incluse).

Dém. Notons d’abord que |f + g| < |f| + |g] sur K implique que f et g n’ont pas de
zéros sur 0K . Di a la continuité, il existe un voisinage U de 0K tel que |f+g| < | f|+]g|
sur U. Soit @ = K UU. Alors § est un ouvert. D’apres 6.1 il existe dans  \ K un
cycle T" tel que :

e 0) n(l',z) € {0,1} V= € C\ T,
e H)n(l,2)=0 VzeC\Q (FgO)

e2)n(I',2)=1 VzeK.

Soit V.={2€ Q\T :n(,2) = 1}. Alors V est un ouvert bordé par I' et V C Q.
Notons que I' C U. Donc |f + g| < |f| + |g| sur T'. 1l reste & montrer que que f et g
ont le méme nombre de zéros dans V. Une fois ceci fait, on utilise que V' \ K C U, que
[f 4+ gl <|f]+|g| sur U et que f et g n’ont pas de zéros dans V' \ K. Ainsi le nombre
de zéros de f et de g coincident dans K (resp. K).

A démontrer encore: Soient D et V' des domaines, f,g holomorphes dans D et soit I’
un cycle dans D tel que :

e (1) VCD
e (2) V est bordé par T

e 3) If(2)+9() <|f(2)l+l9(z)] Vzel =0V.

Alors f et g ont dans V' le méme nombre des zéros, comptés avec leurs multiplicités.

Démonstration

Notons d’abord que (3) implique que f et g n’ont pas de zéros sur V. Soit N(f) (resp.
N(g)), le nombre de zéros de f (resp. g) dans V, multiplicités incluses.

Parce que 0V est compact, f et g continues, il existe un voisinage U de OV, U C D,
tel que f # 0 et g # 0 sur U.

Posons h = 5. Alors h € H(U) et h # 0 dans Y. En vertu de (3) on obtient:

|h+ 1] < |h| + 1 sur OV = % < 1 sur 9V. Comme h est continue et 0V compact,
on a:

h+1

[ + |§1—5<1 sur OV

|h|+1
= 33U’ ouvert tel que OV CU' C U et ‘lif‘}lli <1-5<lsurlf

= h(U")N [0, +oc[= 0.
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On va montrer que %/ a une primitive sur U’.

Considérons 1 définie sur C \ [0, co[= €.

Q est étoilée = n(v,a) = 0 Vv C Q, v cycle et Va € [0,400[. En particulier,
f,y %dz = 0. Ainsi, d’apres le théoréme 2.3, % admet une primitive L sur 2. Notons
pour la suite, que A(U") C Q. Ainsi L o h est bien définie sur U’.

En plus

/

(Loh)’:(L’oh)h':% sur U’

Comme I' C U/, on obtient

Y o« B B B N . "
rﬁdZ—Zjﬂ ”; hdzfg()car ;- a la primitive Lo h sur U'.

D’autre part :

I R i A _ _
o-/rh L /FgﬁN(f) N(g) =0

= N(f) = N(g) (multiplicité incluse)

3.11 Domaines de Cauchy

Définition  On appelle domaine de Cauchy tout domaine D dans C tel que le
théoreme de Cauchy soit vrai; c’est a dire

VI CD,T cycle,VfeH(D)ona: [f(z)dz=0.
3.12 Théoréme Soit D C C un domaine. Alors on a les équivalences suivantes :

e 1)n(T,a)=0 VaeC\D et tout cycle I' dans D; i.e. T ~ 0,

2) D est un domaine de Cauchy,

3) chaque f € H(D) possede une primitive F' dans D,

4) chaque f € H(D) avec Z(f) = ) admet un logarithme holomorphe, i.e. IF €
H(D) tqg e =f,

5) chaque f € H(D) avec Z(f) = ) admet une racine carrée holomorphe dans D,
ie. 3G e H(D) tqg G*=f.

Démonstration
(1) = (2)

On utilise le théoréme de Cauchy global.
(2) = (3) C’est une des assertions du Théoreme 2.3.
(3) = (4)
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Z(f)=0= f, € H(D).

Par hypothese, f7/ admet une primitive dans D, i.e.
JF € H(D) tel que F' = L.

Considérons H = fe f' = H' = fle ' — fe ' F' =0 sur D.
C’est a dire H = const. = C' # 0. Ainsi C =¢® ot a € C. D'ou

f=ele*=etF =¢cf' ou  FeHD).
(4) = (5)
Soit f =ef', F € H(D)
Posons G = ef/2
= GecH(D)et G>=el = f.
(5) = (1)
Par ’absurde.

Supposons qu’il existe un cycle I' dans D tel que I £ 0.
D

Cest adire 3T C D,3a€C\D tqg [p-2dz+#0.

zZ—a

Considérons la fonction f(z) =z —a= Zp(f) =10

? 3 f1 € H(D) tel que f2 = f avec Zp(f1) =0

7 32 €H(D) tel que B=h=1=1 Zp(f)=0

= 3 fn EH(D) lq fg = fn-1 :>f7%n =r, ZD(fn) =0.
Comme f(z) =z—aona

ST Y Y

z—a f(z) ff T f f2 fn

. 1 1 : 1 /
d’ou();é/ dz:Q}Tifr2”§2dz:2n2m/§"dz:2"]\fn:N Vn e N*
T T Jn

211 zZ—a

=Nez =N,
indépendant de n

Ainsi N,, — 0. Parce que N,, € Z (voir dém. de 3.10), on obtient N, = 0 Vn > nyg.
Contradiction.

3.13 Corollaire Soit D un domaine de Cauchy tel que 0 ¢ D. Alors il existe dans
D une détermination holomorphe du logarithme, c’est a dire

IFeH(D) tq f'® =2 vzeD.

F' est unique si on fixe la valeur de F' en un point zy € D. En plus, I’ est une primitive
de % dans D.
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Démonstration

Utiliser 3.12 (2) <= (4). La deuxieme assertion est claire si on remarque que pour
k €Z onael ™2 = e Finalement 1 = (ef') = Flel = F/z = F' = 1.
- Exemple D = C\]— o0, 0]

L(z) est une (la) détermination principale du log de z sur D si L € H(D) satisfait:
exp L(z) = z, et L(1) = 0. Notons que si z =z > 0 alors L(z) = logz (= Inx) est une
extension du logarithme népérien réel.

On a: L(z) =log|z| +iargz pour —7 < arg z < 7.

Remarque e On peut ainsi définir pour chaque domaine de Cauchy D tel que 0 ¢ D
une fonction z* (a € C) par la formule suivante :

@ aL(z)

z%=e ou L est une détermination holomorphe du log de z dans D.

e Il n’existe pas de détermination holomorphe du log de z dans C\ {0}.

En effet si on avait L € H(C \ {0}) tel que e/(*) = 2, alors L'(z) = 1; d'ott [ 1d2 =0
pour tout cycle fermé I' dans C \ {0}. Mais ceci n’est pas vrai si I est, p.ex. le cercle
unité.

3.12 Représentations de Poisson-Herglotz

1 - Représentation de Poisson d’une fonction holomorphe

Proposition A Soit f : D — C continue, holomorphe dans . Alors Vz € D:

1 2m )
= — P(z,t) f(e")at
6 =5 [ PEnrE)
et + z 1— |22 1—7r? ‘
u P(z,t) =R : = — = =re'f,
ot P(z,) ¢ (e”—z) leit — 22 1+7r2—2rcos(6—1t)’ avee z=re

Démonstration

- ler cas : f est holomorphe dans un voisinage de D.

Par Cauchy, Vz €D, on a :
_1 [ 1O
1) = gt f i

E=e, de =ietdt =igdt

D’ou :
L [T f(e) €.
= — =i&dt 3.1
16 =5 | E S (3.)
1 2
lel=1 27 Jo 1—¢&z
Posons g(w) = 1]:(;"1)0 — ¢ est holomorphe dans un voisinage de D.
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S

2 2 S,
O\ g(z)zl/ 98 g L [T 1 (3.3)
2 Jo 1—-£€z 2r Jo 1—¢€z
2w 2m it
Y G (NS N B (Gl B (3.4)
2w Jo |1 €22 21 Jo |1 — e 2|2

2 — |z
Done f(2) = (1~ o)g(e) = 5 [ o e et .

27 |eit
- 2eme cas : Considérons f,(z) = f(rz), z € D, 0 <r < 1 (dilatation de f). fr
est holomorphe dans un voisinage de ID. Notons aussi que f, tend uniformément sur D
vers f. D’apres le cas (1) :

27
o) =g [ PGt g dr (3.5)
T Jo
| r1 (3.6)
27
1@ =5 [ PEHFE (3.7)
T Jo

2 - Représentation de Schwarz

Proposition B Soit f : D — C continue, holomorphe dans . Alors

2m it
f(z)zl/o ¢ +ZR £ (e) dt + iTm £(0).

2 et —
Démonstration
] 1 27 Zt+Z
Soit h(z):%/o S Rej(ehydr (zeD).

= R est holomorphe dans D et :

1 2m ezt+z
Reh(z) = — [ R ~Re f(e"
eh(z) = 3 [ Re G Re pet)ar

2w
:Re% [P (e drme o),
= Re(h— f) =0 dans D.

Par le théoreme de I'image ouverte (ou exo) : f —h = const =iC, ou C € R.

Calculons C' :

1 2 i ) 2 " 1 .
£(0) = / L Ref(eMdt+iC=Re | fle)—dt+iC  (3.8)
27T 0 0 27T
"2 P Re £(0) +iC (3.9)

= C =1Im f(0).
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Chapter 4

Propriétés géométriques

4.1 Etude de I'image d’une fonction holomorphe

Théoréme 4.1 Soit Q@ C C un domaine, zp € Q et f € H(Q).
Si wg est une image d’ordre m de zy (m € {1,2,---}),

(c’est a dire f(z0) =wo, 0= f'(z0) = --- = fMD(20), f1™(2) # 0)7

alors il existe des voisinages U de zy et V' de wq, f(U) =V, tels que chaque élément w
de V' \ {wp} posséde exactement m antécédents différents dans U, i.e.

UNFH{w)) = {21, 2m} zj # 2z, Vj#k.

Démonstration
On choisit € > 0 tel que f # wg sur D = D(zg, €) \ {20} C Q et tel que f/ # 0 sur D.

Soit g = f —wp = min |g(z)] =d > 0.
|z—z0|=¢
Soit |w — wp| < d. Sur 0D (zp, €) on a :

lw— f(2) +9(2)| = lw—wo| <d < |g[+ |w—f]
D’apres le théoreme de Rouché :

ou N désigne le nombre de zéros dans D(zp, ). Comme f’ # 0 sur D, on voit que pour
w # wp l'ordre de chaque racine de f —w dans D(zg, €) est 1.
On prend V = D(wo, d) et U = D(zg,e) N f~H(V).
Corollaire 4.2 Soit f injective dans 'ouvert Q C C, f € H (Q). Alors f # 0.
Démonstration
Raisonnons par I’absurde en appliquant le théoreme 4.1 .
Supposons qu'il existe zg € Q tel que f/'(z9) = 0.

— wp = f(z0) est une image d’ordre au moins 2. Donc chaque élément d'un certain
voisinage pointé V' de wg a au moins deux antécédents. Contradiction a 'injectivité.

95
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Remarque. La réciproque n’est pas vraie.
exemple : e® est 2mwi-périodique, donc pas injective.
Mais (e*) =e* A0 VzeC.

Théoréme 4.3 : Théoreme de 'image ouverte
Soit D C C un domaine, f € H(D) et f # const.. Alors f(D) est un domaine.

Démonstration
D connexe = f(D) connexe, car f continue. Soit wg € f(D). Alors wg est un point
image d’ordre au moins 1.

Choisissons, comme dans 4.1, un ouvert V de wy, tel que f( ffl(V)) = V. Alors wy
est un point intérieur de f(D). Donc f(D) est un ouvert.
Remarque Ce résultat n’est pas vrai pour des fonctions dans C* (R).

exemple : f(z) = 22
f(R) = [0, 0o[ n’est pas ouvert.

Théoréme 4.4 Soit D C C un domaine, zy € D, f € H (D). Supposons que f'(z9) #
0. Alors il existe un voisinage U de zy telle que f soit injective sur U.
En particulier, si f' # 0 dans D, alors f est localement injective.

Démonstration

Soient z, w € D.

Posons ¢ (z,w) = % siz#wet gz,w) = f'(z) si z=w. Alors g € C(D x D).
Comme f’(z9) # 0, on a g(z0,20) # 0. Parce que g est continue, il existe un disque
D(zp,¢) € D tel que :

1
lg(z,w)| > i\g(zo,zo)\ YV (z,w) € D(zp,€) x D(z0,¢) C D x D;

d’ou )
[f(z) = fw)l = 5 1f(z0)] |z —w| V2w e D(zo,¢)

= [ est injective dans D(zg, ¢).
Théoréeme 4.5 : Réciproque d’une fonction holomorphe injective
Soit D C C domaine, f € H(D) et f injective. Alors la fonction réciproque f=! :
f(D) — C est holomorphe sur V = f(D).

Démonstration
Soit f injective = f # const.

ﬁ V = f(D) est un domaine. En plus, 4.2 implique que f’ # 0 dans D.

Soient wp,w € V. Posons z = f~}(w) et 2o = f~!(wp). Notons que f~! est continue,
car f est une application ouverte, i.e. f(U) ouvert pour tout ouvert U C D. Ainsi:
w — Wy < z — zp. Donc

fHw) — f~H(wo) z— 2 1 1

wowg  J@)- ) TETE] ok fz)
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1
Donc (f~1) (wy) = ————.
) ) = Tt
Proposition Soit f € H(Q) et f injective dans D := D(zp,7), ot D C Q. Soit
V = f(D). Alors Yw € V on a:
/!
fHw) = ! I dz.

" 2 Jop F(2) —w

Dém. Soit g(z) = zf{z)(i)w = I:= 3 [,,9(2) dz = >_pep Res(g, p). Notons que,

di a linjectivité de f dans D, il existe pour w € V une seule racine a de f — w

% on obtient avec 3.5 que

dans D. En plus ord (f — w,a) = 1. Comme g = 2
I = Res(g,a) =a-1= f~1(w).

Proposition 4.6  Critere d’injectivité

Soit C' C C un domaine convexe dans C, f € H (C). Supposons que Re f' > 0. Alors
f est injective.

Démonstration Soit 2,29 € C, z # 2z9. C convexe = f(z) = f(z0) = f[ZO 4 [ (w) dw.

Ainsi |f(2) — f(z0)| = \z—zo\‘fol F((1=t)z0+t2) dt‘ > |z—z0[Re [} f/((1—t)20+t2) dt =
|z — 20| fol Re f'((1 —t)z0 + tz) dt > 0.

>0
Donc f est injective.

Remarque Il existe des domaines D non convexes tels que f n’est pas injective,
quoique f satisfait Re f' > 0, f € H(D)

Définition Soit C = C U {0} le compactifié d’Alexandrov de C. Un ensemble

U c C est un voisinage de oo si U contient Iexterieur {z € C : |z| > R} U {c0} d’'un
disque D(0, R).

On peut identifier C avec la sphere de Riemann S = {(z,y,2) € R3 : 22+ 92 +(2— %)2 =

T4y

%} en utilisant la projection stéréographique: P: S — C, (z,y,2) — T2

Notons que la réciproque est donnée par:

I 2
wE(C»—><Rew mw |w] )

T+ w2’ 1+ w2’ 1+ |w|?

Définition (1) Soit D C C un ouvert. Alors la frontiere de D dans C est notée par
OsoD.

(2) Soit (z,) une suite dans D. Alors z, — 0JooD signifie que tous les points
d’accumulations dans C de la suite (zn) se trouvent sur la frontiere doD.

Théoréme 4.9 critere de surjectivité

Soient D et G deux domaines dans C et f : D — G une application holomorphe.
Supposons que pour toute suite (z,) dans D telle que z, — oo D on ait f(z,) = 0xG.
(not.: f(0xxD) C 05G). Alors f est surjective, c’est a dire f(D) = G. En plus, il
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existe N € N* tel que chaque élément w de G a N antécédants dans D (multiplicité
incluse).

Démonstration (1) Montrons d’abord que chaque w € G a au plus un nombre fini
d’antécédants dans D.

Supposons le contraire. Alors il existe wy € G et z, € D, z, # z; pour n # k tel que
f(zn) = wo. Parce que f n’est pas constante, on a d’apres 2.11 que {z, : n € N) est
discret. Donc z, = 0D = wo = f(zn) = 05cG = wy € 0xG. Contradiction.

(2) Soit G, = {w € G : w a exactement k antécédants, multiplicités incluses }, k& €
N.

Notons que les G}, sont disjoints deux a deux et que |J,c.y Gx = G. Montrons que les
G, sont ouverts.

i) k> 1. Soit wg € G, et f~(wp) @ {z1,-+,zn}. Alors

Zm(f - "LUO,Zj) = k.
A
J

D’apres le théoreme 4.1 il existe un voisinage V' de wg et des voisinages U; de zj,
disjoints deux a deux, tel que chaque w € V' \ {wp} a exactement n; antécédants dans
Uj; donc en tout, w a k antécédants dans U?:l U;.

A ce moment il est toujours possible que w possede des antécédants en dehors de
U?Zl Uj;. Supposons qu’il existe w,, — wo, wy,, € V, tel que wy, a plus que k antécédants
dans D. Dans ce cas il existe zm, € D\ U, Uj tel que f(zm) = wp,. En passant & une
sous-suite, on peut supposer que z,, converge vers zg € ((A: Notons que zg ¢ U?:l U;.
o 29 € D: Alors f(z0) = lim f(zy,) = limw,, = wy. Ainsi zg € {z1,--- , 2, }, Contra-
diction.

e 2y € OxD: Alors 'hypothese f(0oD) C 05G implique que wy,, = f(zm) = 0sG.
Ainsi, wg = limw,, € J5G. Contradiction a wgy € G.

On conclut qu’il existe un voisinage V* C V de wyg tel que V* C Gi. Donc Gy est
ouvert.

ii) k=0 Soit wy € Gy. Supposons que wy n’est pas un point intérieur de Gy. Alors
il existe une suite w,, € G, w,, — wy, tel que w,, a au moins un antécédant z,, dans
D. De nouveau, en passant a une sous suite, on peut supposer que z, converge vers
zg € C.

e 2y € D: Alors f(z9) = lim f(zp,) = limw,, = wp, donc wy ¢ Gy. Contradiction.

e 20 € OxD: voir ci dessus.

(3) On conclut que G = |J;—, Gy est un réunion disjointe d’ouverts. Comme G est
connexe, il exsite un et un seul des Gy, disons Gy, qui n’est pas vide. Evidemment
N # 0. Donc Gy = G, c’est a dire chaque élément de G a exactement N antécédants.
Théoréeme 4.8 : Lemme de Schwarz

Soit f € H (D) telle que f(0) =0 et |f(2)| <1 (c’est a dire f(D) C D).
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Alors
e (1) If(z)l<ls] VzeD

e (2) [F(0)<1

Si on a égalité dans (1) pour un zy € D, zy # 0, alors f(z) = € z (rotation).
Si on a égalité dans (2), alors f(z) = €% 2.

Démonstration
Considérons h(z) = 1G) g 2 e D\ {0} et h(z) = f'(0) si z=0.

z

R e H(D) et zh(z) = f(z) VzeD.

Soit |2/ < 7 < 122 [5(2)] <maxc [h(©)] =max | ] < L max [£(9)] < L
=7 =7 =7 yp.

Fixons z et faisant tendre r — 1. Alors |h(z)| < 1= |h| <1 dans D
= [f(2)[<|z] VzeD=(1)

RO 2y — f(0) = a
z—0

h|<1
M5 <15 @2)

- Soit zg # 0 et |f(20)] = |20| = |h(20)| =1

h = const. = e = f(z) =¥ 2.

th. du max

l[hlloc=1

-Si|f(0)]=1=|n(0)] =1 - dame p  const. = et
IPllco<1
— f(2) =€z

Théoréme 4.18 Lemme de Schwarz-Pick
Soit f € H(D) telle que f(D) CD. Alors :

f(z) = f(v)
1= f(2) f(v)

Z—U

° a) Vz,veD

IN

1—Zv

e 1
"Piier i TP

On a égalité en un point zy (resp. dans tous les points) de D si seulement et si f est
de la forme :

f=¢e2S, ou Su(z)=

Démonstration
Notons que S, = S, L.
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(a) Fixons v € D et posons F' = Sy,)0 foS,. Alors F(0) =0, F : D =D, F € H(D).
En vertu du lemme de Schwarz : |F(z)| < |z|] Vz € D. Dou

_ _ v—2z
o8, ()] = 1Sy 0 £(2)] <1571 (2)] = |
NI
1= f) f(z)] ~11—v2
(b) a) = ’f(z;:ij(v) < )k{(jﬁ . En faisant tendre v vers z, on obtient
L-f)1P| _1-1f(»)
' < _ .
el s e - VL

d’ott b).

- cas de ’égalité

e Supposons que I'on ait égalité dans (a) pour un point (zq,vo) € D?, 29 # vg. Alors
|F(&)| =[] pour & = S;;'(20). Le théoreme 4.8 implique que F(z) = e z; d’on
f=S8yoFoSteM, f(D)=D

ﬁg f=¢€?S, pouracD, 6 eR.

e Soit f=¢®S, = F=Sp,0fo8 €M, F(D)=D, F(0)=0
= F(z)=¢"z = |[F(§)|=¢| VéeD

1.18
v—Zz . 1 _ -1 .
— |2 =157 = 1F o 5, ()] =
_ _ | f2)—f()
= 1S5 © f(2)] = ’1—f<v)f(z> '

e Supposons que I'on ait égalité dans (b) pour un point v € D. Soit F' = Sy(,y0 fo.S,.
Alors

[F(0)] =[S}, (£ () - f'(v) - S,(0)| = sy |/ ()11 = [v]?) = 1.
D’apres le lemme de Schwarz, F(z) = € 2. Donc f = €i®S,.

o Sif=¢"?8,, alors |f'(z)| = |1*|a\2 . {1

1-az|? =  1-—|z|?

Interprétation géométrique : on peut montrer que p(z,v) = est une distance

—
dans D (distance pseudo-hyperbolique). Alors chaque f € H(D) avec f(D) C D est une
contraction par rapport a p; c’est a dire p(f(z), f(v)) < p(z,v). Notons que les boules
dans cette distance p sont des disques euclidiens.

4.2 Applications conformes I

Définition Soient Dq, Dy C C deux domaines. Une application f : Dy — Do est
une application conforme si f est une bijection holomorphe de D1 sur Ds.



4.2. APPLICATIONS CONFORMES I 61

Théoreme 4.19 L’ensemble des applications conformes de D sur D coincide avec
0 a—z
,(0eR,ac

I'ensemble des transformations de Mdébius de la forme f(z) = e
D).

Démonstration
Soit f : D — D une application conforme et a = f~1(0). Alors F = f o S, € H(D),
F(D) CDet F(0) =0. Par le lemme de Schwarz |F(z)| < |z| Vz e D.

D’autre part, f~! est une application conforme de D sur D. En plus, F~! = S; ! o
ft € H(D), F7}(D) C D et F~1(0) = 0. De nouveau, par le lemme de Schwarz,
|F~Y(v)| < |v| pour tout v € D.

Soit maintenant v = F(z). Alors F~1(v) = z et |2| < |v| = |F(2)] < |z|. Donc
|F'(2)] = |z| pour tout z € D.
I P2y =elz =  f=¢?S,.

Autre démonstration: Utilisons Schwarz-Pick: Soit z; € D et v; = f(z;). Alors
p(f(21), f(22)) < pla1, 22) = p(f~H(v1), £ (v2)) < pl(v1,02) =

= p((f(z1), f(22)).
Donc, d’apres 4.18 f = € S,.
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Chapter 5

Familles normales

Définition Soit Q C C ouvert et f,, € C(2). La suite (f,,) converge localement
uniformément vers f, si Vzg € 2, il existe un voisinage D = D(zg) de 29, D C €, tel
que :

fo 2% ) Cest adire  sup |fn(z) — f(2)] —— 0.
D zeD n—-+o0o

Définition F C C(€2) s’appelle localement uniformément bornée si :
V2o € Q, I voisinage D (z9) = D C Q et M > 0 tel que
VzeD,VfeF : |f(x)|<M

Définition F C C(2) s’appelle localement équicontinue si :

V2o € Q, 3 voisinage D (z9) = D C Q tel que Fsoit uniformément équicontinue sur
D, i.e.
Ve>0,36>0,Va,ye D, VfeF, |lxr—y|l<d=|f(z)— fly)<e

Lemme 5.1
loc.

(1) (fn) €C(2), fn — f <= fn — [ unif. sur chaque partie compacte K C ()

(2) F C C(2) localement uniformément bornée <= VK C Q, K compact, IM > 0 tel
que
VfeF,Vee K, |f(x)] < M.

(3) F C C(92), localement équicontinue <= VK C 0, K compact F|x uniformément
équicontinue.

Démonstration - en exercice -

Soit 2 C C un ouvert. Une suite de compacts K, C €1 s’appelle suite d’exhaustion de
Q si

o (1) Kj#0
e (2) KngK;’LH
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 3) Upen Kn =9

Remarques (1) Chaque ouvert 2 C C possede une suite d’exhaustion.
(2) Si (K,,) est une suite d’exhaustion de €2, alors VK C Q, K compact, Ing tel que
K C K,,.

Considérons C(2) et une suite d’exhaustion (k) de Q, @ C C. Pour f € C(Q2), soit

Iflln =sup |f(2)|. Alors :
zeKy

~+00
1 1f = glln .
= E Py E Ty T Q).
d(f.g) 2 T+ If - gl est une distance sur C(2)

n=0
Proposition 5.2  Soit 2 C C un ouvert et f,, f € C(Q2). Alors :
o = f == d(fn, f) = 0.
En particulier, la topologie induite par d est indépendant de la suite d’exhaustion
choisie.

Démonstration (exercice)

Définition : Famille normale
F C C () est une famille normale si chaque suite (f,,) de F admet une sous suite (fy, )
qui converge localement uniformément sur 2.

Proposition 5.3
F C C(Q) normale < F est précompact < JF compact (dans l’espace métrique

(C(©),d)).
Démonstration

voir cours AR

5.4 Théoréme d’Arzela-Ascoli

e 1) Soit K C C un compact. Alors F C C(K) est précompact si et seulement si F
est équicontinue sur K et uniformément bornée.

e 2) Soit 2 C C un ouvert. Alors F C C(2) est précompact (normal) si et seulement
si F est localement équicontinue et localement uniformément bornée sur K.

Démonstration

(1) voir cours AR.

2) Appliquons (1) a C(K,,) ou (K,,) est une suite d’exhaustion de § et utilisons pour
7 <7 la méthode Cantor. Plus précisément:

Supposons que F soit localement équicontinue et localement uniformément bornée sur
Q. Alors Vn, d’apres le lemme 5.1, F est (uniformément) équicontinue sur K, et
uniformément bornée sur K,,. Soit (f,) une suite dans F.
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Grace a (1) il existe pour K; une sous-suite (fy,,1) qui converge uniformément sur K
vers une fonction f; € C(K).

Pour K> il existe alors une sous-suite (fy,2) de (f,,1), qui converge uniformément sur
K vers une fonction fy € C(K3).

En général, pour K, il existe une sous-suite ( f,, ) de (fnp—1) qui converge uniformément
sur K, vers une fonction f, € C(Kp).

Soit (fnn) la suite diagonale. Notons que f, = f,—1 sur K,_1. Soit f(z) = fj(z) si
z € Kj. Alors f est bien définie et on a:

(fan)n>; — f uniformément sur chaque K;. Ainsi f,, — f localement uni-
formément sur 2.

5.5 Théoreme de Weierstrass
Soit  C C un ouvert, f, € H (). On suppose que f, Lo f sur Q.

Alors f € H(Q) et fu) 2% fB) surQ VkeN. "
Démonstration
T
e Soit A C  un triangle fermé. Par Cauchy-Goursat on a que : faA £, =0.

Comme OA est un compact, on sait que f, — f uniformément sur 0A; donc:

hm/émfn:faA lim f, :>f8Af:0Nﬁiaf€H(Q).
— =
2)
Soit zp € 2 et R > 0 tel que D(z9, R) € D(29 R) C Q.
Parce que f, converge uniformément sur 9D(zp, R), on a par Cauchy:

£ (2) = k!/ In®) e o e Dz, B
15

B Tm —z0|=R (5 - z>k+1
k! f(€ )
— [ T
n—oo 27 Jie_o1=r (£ — 2)
car f € H(§2). Donc on a la convergence simple des dérivées d’ordre k.
- Montrons qu’il y a convergence uniforme sur D(zp,7), 0 <7 < R.

Pour z € D(z,7), on obtient : [fF(2) — f®(2)] < %ﬁg—@ﬂ%%’da <

K lfn=Fllje—zy|1=r k! eldg| k! eldgl
o f|§—zo|:R |§7z|k’+? ‘dﬂ < 2 f|£—zo\:R (|€—2z0]—|z0—2|)*+1 < 2 f|£—Zo\:R (R—r)k+1 ™
(n=no)
R
k' W&.
Finalement

10 = P ()5 < Ce V> ng
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Corollaire 5.6  #(2) est fermé dans (C(£2),d).
Lemme 5.7 Soit F C H(2). Alors :

F localement uniformément bornée = F localement équicontinue.

Démonstration
Soit z,v € K = D(zp,7) C . On a

|f(2) = f(v)] = | [ ]f’(é) dg| (5.1)
< |z — o] max [f'(§)] <[z —v| [|f']lk- (5.2)
£€(zv]

Par Cauchy :

NS Y (O I
1O = g [ G =€ Pl

Soit S = D(z0, 5). F est uniformément bornée sur K, d’on Vz € S:

) 1 M
Ty At (53
M |d€| M AM
— pr— :4, 5-4
L G Y

Ainsi

W

sup | f/(2)] < —
|z—z0|<r/2 r
= [f(2) = f()| < |z —o| B ¥V z0€ D(2,5),VfeF,
¢’ est a dire F|g est uniformément équicontinue. Le lemme 5.1 implique alors que F
est localement équicontinue.
Théoréme de Montel 5.8
Soit Q C C ouvert, F C H(Q2). Alors :

F est normale <= F est localement uniformément bornée.

Démonstration
. . . 5.7 o o
(<) F est localement uniformément bornée == F est localement équicontinue. Ainsi,

par Arzela-Ascoli, F est précompact, c’est a dire normale (5.3).

(=) par I'absurde:
Soit F normale. Supposons que F ne soit pas localement uniformément bornée, c’est
a dire :
JK CQ, K compact, 3(f,) € F telle que sup |fn(2)] — +o0
2eK n—-+o0o
= (fn) n’admet pas de sous suite uniformément convergente sur K

(car || fu, — fllx = 0 = || fn, || bornée).
Contradiction.
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Théoréme de Vitali 5.9
Soit D C C un domaine, f, € H(D) et M C D un ensemble non discret. Supposons
que :

e 1) (fn) soit localement uniformément bornée

e 2) (fn(2)) converge ¥z € M.

Alors (fy) converge localement uniformément vers une fonction f € H(D).

Démonstration
Montel . . . s
(1) == 3 une sous suite (f,,) qui converge localement uniformément sur D vers

une fonction f. Par le théoreme 5.5 de Weierstrass, f € H (D). (2) = fu(z) —
f(z)Vz e M.

On veut montrer que (f,) converge localement uniformément vers f. Soit K C D un
compact. Il s’agit de montrer que

Ve>0,3dngeN; Vn>ny, Vze K: |folz) — f(2)] <e (%)
Supposons que (*) ne soit pas vrai, c’est a dire :
350 > 07 Vno 3 dm > no, Elzno eK tq ’fTVL(ZTLO> - f(zTLO)‘ > €0

ie.deg>0,VIl, dnydz € K tq ]fnl(zl) —f(zl)] > €g-
Soit F = {f, : n € N}. Par Montel :

3( fnzj ); une sous-suite de (fp,) qui converge localement uniformément sur D vers
g€ H(D).
Notons que z;; € K. On obtient

’fnlj (zlj) - f(zl])’ > €0 (**)

Comme K est compact, (zlj) admet une sous-suite convergente. On peut supposer que
(21;) converge elle méme vers zp € K.

Dans (xx), faisons tendre j vers +0o0. Grace a la convergence uniforme sur K, ceci nous
donne

19(20) = f(20)] = €0- (4 %)
Soit a € M. Alors g(a) — f(a) :jEToo fmj (a) — fmj (a) =0.
(fn) cv

sur M
D’ou g|pr = flm. Par le théoréme d’unicité 2.11, f = g sur D; contradiction avec

Remarque 5.9 n’est plus vrai si (f,) n’est pas localement uniformément bornée.

- exemple :
D={ze€C : |z2| <2}, falz) =2", M =D
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fn(2) 0 Vz e M, mais n’importe quelle sous-suite de (fn) diverge pour z = 3/2,

unif.

par exemple.

On rappelle que pour tout f € H(Q), f £ 0, Z(f) = {z € Q : f(z) = 0} est un
ensemble discret dans €.

Lemme de Hurwitz 5.10
Soit Q C C un domaine, f, € H(Q), fn 10—2) fsur Q. Sivn: Z(f,) =0, alors ou

bien Z(f) =0, ou bien f = 0. .

Démonstration

Supposons que f # 0 mais que Z(f) # (). Alors 329 € Q et € > 0 tel que f(z9) =0 et

f(2) #0s10< |z — 2] <e.

Soit dp :‘ mirll |f(2)|. Alors 69 > 0. Grace a la convergence uniforme sur |z — zp| = ¢,
z—z0|=¢

il existe ng € N tel que

)
|fn(z)|250 Vn>mng et Vzavec|z— z|=e.

Notons que Z (f,,) = 0 dans D(zp,¢). Donc, d’apres le principe du minimum (2.17):

5 -
|fn(2)| > 50 Vn>ng et Vze D(z,¢).

En particulier pour z = zo : | f(20)| = limy—e0 | frn(20)] > %0;

contradiction. Donc Z(f) = ().
Théoreme de Hurwitz 5.11
Soient 2 C C un domaine, f, € H () et f, injective. Supposons que f, LCI) f sur €.

Alors f est soit injective soit constante.
Démonstration

Soient z1 et z9 € € tel que z1 # zs.
Soit D = Q\ {z1}. fn injective = f,,(2) — fn(21) # 0 dans D.
Par le lemme 5.10, appliqué a D, on voit que :

f(2) = f(z1) =0 dans D ou bien f(z) — f(z1) # 0 dans D.

Ainsi f(z) = f(21) = const. dans  ou bien f(z2) # f(z1), c’est a dire f injective.

Théoréme d’Osgood 5.12

Soit fn, € H (), Q ouvert, fn(z) = f(2) Vz e Q (convergence simple).

Alors il existe un ouvert U dense dans 2 tel que f, converge localement uniformément
sur U. En plus, f est holomorphe sur U.

Démonstration

1) 2 C C ouvert = £ est un espace de Baire, i.e. YO,, ouvert et dense dans €, on a
N jeN O; dense dans ). Notons que ceci est équivalent a:
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VF};, F; fermé dans €2, UjeN F; = Q implique qu’il existe jo tel que F; #0.

Soit B, ={z2€Q; |fe(z)] <n VkeN}. Ona: E, C E,1; et f; holomorphe, donc
continue. D’ou E,, est fermé dans Q (pas nécessairement dans C).

Comme (fi(2))r converge Vz € Qon a: J, ey En = .

Parce que € est un espace de Baire, 3ng € N : E; # 0.
Posons U = |, ey Er- Alors U est ouvert et U # 0.

2) Montrons que f,, — f loc. uniformément sur Y
Soit K C U compact. Alors AN tel que K C |JY oErn =E}.

n=
Par définition de Ey on a: |fx(2)] < N (Vk € N, Vz € K). Donc (fi) est uniformément
bornée sur K. Comme K est arbitraire, (fx) est localement uniformément bornée sur
Uu.

Notons que (fy,) converge simplement vers f sur U. Par Vitali 5.9, (fx) converge
localement uniformément sur U vers f. D’apres Weierstrass 5.5, on conclut que f €

3) U dense

Par 'absurde

Supposons que U n’est pas dense dans €2, c’est a dire 3O ouvert dans €2 tel que ONYU =
0.

Comme dans la lére étape (en remplagant €2 par Q) on obtient :

Iny >ng telque {z€ O : |fe(2)] <ny,VEEN} £0(

Notons que © est pris par rapport a O et © par rapport a . Mais comme O est ouvert,
ces deux opérations topologiques coincident. Donc

D#£{z€0O : |fu(z)| <ni,VkeN}° (5.5)
C{ze : |fi(z)| <ni VkeN}°CU. (5.6)

Contradiction.
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Chapter 6

Domaines simplement connexes
et applications conformes I1I

Définition Un domaine 2 C C est dit simplement connexe si C \ Q est connexe.

Exemple - chaque disque ou plus généralement chaque ouvert convexe est simplement
connexe.

- La bande Q = {z € C: o < Im z < 8} est simplement connexe (o < f3).

Notons cependant que C \ € n’est pas connexe.

- ccexemple La couronne Q@ = {z € C : p; < |z — 29| < p2} n’est pas simplement
connexe.

Définition Un domaine D C C est dit n-connexe, si (@\D a m composantes connexes.

Exemple - La couronne 2 ci-dessus est 2-connexe.

- Il existe des domaines qui ne sont pas n-connexes, pour tout n. Par exemple le
complémentaire de I’ensemble de Cantor sur R est un domaine D tel que C \' D a un
nombre non dénombrable de composantes connexes.

Lemme 6.1 Soit 2 C C ouvert, et K C € un ensemble compact non vide. Alors il
existe dans Q \ K un cycle I tel que :

e 1)n(I'z) €{0,1} VzeC\T
e 2)n(Iz)=0 VzeC\Q (1_‘50)

e3)n(l2)=1 VzeK.

Démonstration

On peut supposer que 2 # C (sinon on prend pour I' un cercle 9D(0, R) tel que
K C D(0,R).

Ainsi 26 :=d(K,0Q) =inf {|z —w| : z€ K, w € 00} > 0.
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Formons le quadrillage du plan C avec des carrés paralleles aux axes réel et imaginaire,
de cob tés €.

Soit @ = {Q1,- - ,Qn} Pensemble des carrés fermés qui coupent K.

La frontiere 0Q; de @Q; est considérée comme courbe fermée parcourue dans le sens
positif.

Soit M ={vr : j=1,---,n; k=1,---,4} I'ensemble des arétes des éléments de Q.
Si 7y, est une arréte commune a 2 carrés @y, on l'enleve.

A la fin du processus, il ne reste que des arrétes qui ne coupent pas K (bien qu’au
moins un des carrés correspondants coupe K). Soit C I'ens. de ces arrétes. On obtient

un cycleI'= %" ~;, tel que I' CQ\ K
’ijGC

On en déduit que n(T,a) =1 siaeQ? pour un j € {1,2,--- ,n} etOsia%QJ Qj

Notons que K C (U?Zl Qj> \I'. Donc n(I';a) = 1 pour a € K et n(I';a) = 0 si
aecC\ N

Théoreme 6.2 Soit D C C un domaine. Alors D est simplement connexe si et
seulement si chaque cycle " dans D est homologue a zéro par rapport a D. En particulier
la classe des domaines de Cauchy coincide avec la classe des domaines simplement
connexes.

Démonstration

=) Soit D un domaine simplement connexe = C \ D connexe, d’ou , pour tout cycle
I'CD:

C \ D est contenu dans exactement une composante connexe de C \I

Notons que oo € C \ D. Parce que n(I',a) = 0 pour tout a dans la composante connexe
non bornée de C\T', on a n(I',a) = 0 pour tout a € C\ D. Donc I B 0.

<) On suppose que D n’est pas simplement connexe.
On va construire un cycle qui n’est pas homologue a zéro par rapport a D.
Comme C \ D est fermé, 3K et Ky C C tq :

KiNKy=0 et C\D=K, UK, , K; fermé non vide.

Comme oo ¢ D, on peut supposer que oo € Kj.
Soit 2 = C\ Kj. Alors  est ouvert et on a :

Q=DUKy, D=Q\ K,.
D’apres le lemme 6.1, on peut construire un cycle I' dans 2 tel que :

n(l,a)=1 Vae Ky, T 3 0. D’autre part, comme Ko N D =0, on a Ko CC\ D.
Ainsi, il existe a € C\ D, tel que n(I',a) # 0. Donc T’ 7; 0.

Théoréme 6.3
Soit D1 € C un domaine et soit f : D1 — Dy une application conforme de Dy sur
Dy = f(Dy). Alors Dy simplement connexe implique que Do est simplement connexe.
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Démonstration
Soit I une courbe fermée dans Dy paramétrée par w(t), « <t < 3. Pour a ¢ D5, on
pose :

I=2rin(l,a) = [p L dw.

w—a

- Montrons que 1 =0
Notons que v = f~! oI est paramétrée par z(t) = f~H(w(t)) <= w(t) = f(2(t)).

D’ou 5
/ /
P UGy (I

o fz(t) —a v f(2) —a
Comme ff—_/a € H (D) et que D est, d’apres 6.2, un domaine de Cauchy, on conclut que
I = 0. Donc, d’apres 6.2, Dy est simplement connexe.
Proposition 6.4 :Principe de Carathéodory
Soit D C C un domaine et F une famille normale, non vide, et fermée de H (D).
Supposons que L : F — C soit une application continue. Alors il existe une fonction
fo € F telle que |L (fo)] =sup IL(f)I-

€

Démonstration
Soit S =sup |L (f)| = 3 fn € F; |L(fn)| = S.
feF

Parce que F est normale, le théoreme 5.8 de Montel implique l'existence de fy € H(D)

loc.

et d’une sous-suite f,, — fo. On a: fy € F = F. Comme L est continue : |L(fp, )| —
unif.

L(fo)l = S = |L(fo)l-

Remarque Bien siir cette proposition est une conséquence du fait qu’une famille nor-
male et fermée de H(D) est compacte et que chaque fonction continue sur un ensemble
compact prend son maximum. fy s’appelle une fonction extrémale de ce probleme de
variation.

Théoréme de Riemann 6.5

Soit D un domaine simplement connexe de C, D # C. Alors :

e 1) il existe une application conforme f de D sur D = {|z| < 1}.

e 2) On peut normaliser f telle que f(z9) = 0 et f'(20) > 0 (29 € D). Dans ce
cas, f est déterminée de facon unique. Elle s’apelle la fonction de Riemann de D
sur D.

Remarque On doit exclure C, car sinon, 3 f : C — D surjective. Evidemment f est
bornée. Donc, d’apres Liouville, f est constante. Contradiction.

Démonstration
2) unicité :

Soient f, g deux applications conformes de D sur D tel que:

f(z0) =g(20) =0, f'(20) >0, ¢g'(20) > 0.
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Posons h = go f~1. Alors h est une application conforme de D sur D avec h(0) = 0.
D’ou , d’apres (4.19),

h(z) = e? % avec a=0.
c’est a dire :
h(z)=e"2= 1 (0) =" =g (f1(0) (/1) (0) (6.1)
/ 1 _ .
= ¢'(20) 700) >0=0=0 [27]; (6.2)
>0 S~

>0
ainsi h(z) = z pour tout z € D, donc f = g. Ce qui prouve I'unicité.
1) existence

I) D # C, donc 3a € C\ D. Ainsi, la fonction f(z) = z — a est holomorphe dans D
et Z(f) = 0 dans D. Comme D est simplement connexe = D est un domaine de
Cauchy. Par conséquent (3.12): ‘

g € H (D) telle que g> = f et Z(g) = 0.

- Montrons que g est injective

g(z1) = g(22) = 92(21) = 92(22) = 21— 04=22— Q= 21 = 29.

Posons D; = g(D).
- Montrons que g est antisymétrique, c’est a dire pour wg € D1 = —wg € D;.

Par ’absurde

Supposons qu'il existe z; € D et z9 € D tel que g(z1) = —wq et g(z2) = wy. Alors
(—wo)? = ¢%(21) = g%(20); AoV 20 —a = 21 —a = 21 = 23 = Wy = —wg = Wy = 0;
contradiction & ce que Z(g) = 0.

- Comme D; est un ouvert, il existe donc Vwy € D1, un disque D (wg, r) C Dy tel que

D(_w[)v 7ﬁ>mD1 :(D;
c’est a dire, D a des points extérieurs.

- D est simplement connexe, g est conforme de D sur Dj; d’ou par le théoréme
d’invariance 6.3 D est simplement connexe.
- La transformation de Mobius S(z) = - fwo a la propriété que 'image de 'extérieur de
D (—wq, r) est D, c’est a dire

S (@ \ D(—wo,7))=D avec S(co)=0.
Posons Dy = S(D1). Notons que Dy C C \ D(—wp, ). Donc Dy C D.

- En choisissant une transformation T'(z) = ¢’ 2=% de D sur D tel que

T oS og(z9) =0, on obtient finalement une application conforme FF' =T oS o g de D
sur D3 = F(D) C D telle que F(zp) = 0. Notons aussi que D3 est simplement connexe
(6.3).
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IT) D’apres I) on peut supposer que D est simplement connexe, D CD, 0 € D.
Considérons

F={feH (D) : f(D)CD, f(0)=0, f injective} U {0}.

Evidemment, F # (). En plus, F est uniformément bornée, (car |f| < 1 Vf € F);
donc, d’apres Montel (5.8), F est normale.

De plus F est fermé. En effet, soit (f,) une suite dans F qui converge localement
uniformément vers f. Evidemment f(0) = 0. Supposons que f, # 0. Notons que f,
est injective. D’apres le théoreme d’Hurwitz, ou bien f = 0 ou bien f injective. Donc

ferF.
Posons L : H (D) — C, f+ f/(0).
Par le théoreme 5.5 de Weierstrass , L est une application linéaire continue.
Par Carathéodory 6.4, 3 fo € F tel que |f(0)] :r}aa}( |1/(0)].
€
On a [fi(0)| > 1, car f(z) =z € Fet f/(0) =1. Ainsi fo #Z0.

- Démonstration de la surjectivité de fy:
Supposons que fo(D) # D. Alors Ja € D tel que a & fo(D).
Soit S, (z) = <=%. Donc S, o fy : D — D ne possede pas de zéros dans D.

l-az

D est simplement connexe 35:'1% g € H (D) tel que g% = S, o fo.
De méme que dans I, on montre que g est injective. Notons que g (D) C D. Posons
b=g(0) et F=5S,0g9. DouF : D — D est injective et satisfait F'(0) = 0. Donc
FeF.
Montrons que |F'(0)| > |f;(0)].
Soit ¥ (w) = w? = fo = Sy oo S, oF = ¢ = foo F~L. Dou :
—_———
¢

(%) 1fo(0)] = I¢'(0)] - [F(0)].

Comme ¢ : D — D, p(0) =0, on a par le lemme 4.8 de Schwarz que |¢'(0)] < 1. En
plus, comme ¢ n’est pas une rotation (c’est & dire ¢ # €% 2) on a : |¢'(0)| < 1.
D’autre part, on conclut de (x) que ¢’'(0) # 0, car fy est injective.

4.2

Ainsi [f}(0)] < |F'(0)|; contradiction & ce que fy est extrémale.
Par conséquent fj est surjective.

Il reste a normaliser fj.
f6(0)]
f5(0)

Corollaire 6.6 Soient D7 et Dy deux domaines simplement connexes, D; # C, Alors
il existe une application conforme de D; sur Ds.

Posons f = fo. Alors f est la fonction de Riemann de D sur D.

Démonstration Soient f; : D; — D les fonctions de Riemann associées a D;. Alors
Iy L5 f1 est une application conforme de Dy sur Ds.



T6CHAPTER 6. DOMAINES SIMPLEMENT CONNEXES ET APPLICATIONS CONFORMES 11

Remarque On dit que Dy et Dy sont conformément équivalentes.

On termine avec la citation de deux théoremes fondamenteaux, dont les démonstrations
sont trop difficiles et longues pour étre données ici.

Théoréme 6.7 Soit 2 un domaine simplement connexe, 2 # C, et soit f : D — Q
une application conforme. Alors f possede un prolongement continue sur D <= 95
est localement connexe.

Théoréme de Carathédory 6.8 Soit ) un domaine simplement connexe, {2 # C, et
f : D — Q une application conforme.

Alors f possede un prolongement homéomorphique de D sur €2 si et seulement si OS2
est une courbe de Jordan, c’est a dire une image homéomorphe du cercle unité.



Chapter 7

Produits infinis

Déf. []°2, b, est dit convergent si

(1) b, A0 VYn>ng

(2) p:=limy_e Hg:no by, existe (dans C)
(3) p#0.

On note alors [[72 b, = (Hzgl bn) D

Exemples o b, =1 — Hﬁ;l by, = w7 — 0 (divergente)

e b=1= T, b, = (%)N — 0 (divergente)

Prop. 7.1 Soit b, #0 Vn.

i) Si []72 bn converge, alors b, — 1.

i) [152 by converge <= Ve > 03n; € N tq VN > M > ny : HfLM b, — 1| <e.

Dém. Utiliser 221 = p,, . ainsi que le critere de Cauchy.
P + q y

Par convention on écrit 1 4 a, au lieu de b,. Donc, si [[72(1 + ay,) converge, alors
a, — 0sin— oo.

Déf. Un produit infini [[7 (1 4 ay,) est dit absolument convergent si [[72 (1 + |ay])
est convergent.

Théoréme 7.2 Soit b, # 0, i.e. a, # —1 Vn. Prenons la détermination principale de
log(1 + ay,). Alors on a les équivalences suivantes:

(1) >°074|an| converge

(2) TI,21(1+ |ay|) converge

(3) >0 log(l+ |ay|) converge
(4) >0 |log(l+ ay)| converge.

Dém. Préliminaires: On a pour |a| < 1 (a € C)
1 4
slal < [log(1 +a)] < a|

En effet:
ollog(l+a)|=la—ia*+1a®+ | <

7
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<la] (1+]al +]af? +---) = {9 < §lal.
o[log(1+a)| > [a|  [af? (1 + |a] + |a? +---) = |a] - {*
()= (2)
1+ <e*VeelR
. I < TIV  Jlanl — N
= PN = [[im1 (1 + an]) < JT—y €1 = exp (22,1 [an]
= (pn) N bornée et croissante = (py)n convergente.
(2)= (3) N
IOg Hn:l(l + ‘CLnD - Zn:l IOg(l + |an|)‘
(3)= (4)
Comme |a,| — 0, on a |a,| < % Vn > ng. Donc
[log(1 + an)| < glan| < §log(1 + |an]).
(4)= (1)
Comme |a,| — 0, on a |a,| < 1 Vn > ng. Donc
|an| < 2|log(1 + an)|.

Corollaire 7.3 La convergence absolue d’un produit infini entraine la convergence
simple. En plus on peut permuter les termes d’un produit infini absolument convergent,
sans por cela changer la convergence et la valeur du produit

Dém. [[ 2 ,(1+ |ay,|) converge = >~ . |log(1 + a,)| converge = > > log(1 +ay)
converge => [[°, (1 + a,) converge (utiliser log(]_[fl\; by) = ZHNO log by, si by, proche de
1). La deuxiéme assertion est une conséquence de 7.2 et de sa validité pour les séries
entieres.

Prop. 7.4 Pour a, € R tq0 <a, <1 on a:
[[,2,(1 —ay) converge <= > > | ay converge.
Dém. “ <=7 Utiliser (7.2) et (7.3).

V= “l—ax<e?VzeR=—
N

T1(1—an) < TI; exp(—an) = exp (= 320 an)
n=1
—p#0

N . .
— anl an bornée et croissante, donc convergeante.

Lemme 7.5 Soit a,, € C. Alors

N N
H(1+an) -1 < <H(1+‘an‘)) - L

n=1
Dém. Par récurrence:

* n =1 ok.

x n—on+l

15 (1 an) = 1) = |+ ans) TR, (1 an) — 1] <

N N
< |TNCA (1 + an) = 1]+ Jan sl TINC, (1 + fanl) <
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< (I (1 + lanl)) = 1+ o TI (1 + Janl) =
= (I (1 +laa)) 1
Déf. f, € H(Q), Q C C ouvert.

[152, fn(z) converge localement uniformément dans Q si:

VK C Q, K compact, Ing = ng(K) tq Hzo:no fn(2) converge uniformément sur K vers
une fonction non nulle.

7.6 Théoréme de Weierstrass  Soit Q C C ouvert, f, € H(Q). Siy oo |fu(2)| est
localement uniformément convergeante dans 0, alors [[;~ (1 + fu(z)) est localement
uniformément convergeante dans ) vers une fonction f holomorphe , tq m(f,zy) =

Yonm(l+ fn,20)Vzo € Q.
Remarque ), m(1+ f,, zo) est une somme finie Vzy € €; le nombre de termes dépend
de 20

Dém. Soit K C Q compact et ¢ > 0. Hypothese = 3no(K) tq Y 0", [fa(2)| <
eVz € K,Vm > ny.
Soit pp, = [, (1 + fe(2)). Alors
= |pn — pm| = [T (1 + fo) = TIZ (1 + fo)| =
S ITTo~ (14 fo)l ’H?:m—i—l(]' + fo) — 1‘ 7§5

< TT ([ fel) (Thmm U1 fel) = 1) <
§< _€xp (O_iZy | fel) (exp (E?:m+1 ’ff‘) - 1) <

1+a<e

§ec(ea—1) < eCeef < Ce Vze K, Vn>m > ng.

= (pn)n unif. conv. sur K vers une fonction f.

Il reste & montrer que VK C €, K compact, Ing tq <Hé\f:n0(1 + fg))N converge pour
N — oo vers une fonction non nulle!

En effet, posons py, := [[j_,, (1 + fe). Alors

P — 1] < eXi=no il 1 <2 — 1< 1vn>ngVzeK.

= [limy o0 Pn(2) — 1| < 3 V2 €K

= limy, 00 Pn(2) #0Vz € K.

Comme les zéros d’une fonction holomorphe sont isolés, ’assertion sur I'ordre de ceux-ci
est claire.

Corollaire 7.7 Sous les conditions du théoréme précédent, on a Z o f .
n

la convergence étant localement uniforme sur Q\ Z(f).
Dém. p, = H?Zl(l—i—fg) converge loc. unif. vers f = f € H(Q)etp, — f loc. unif.

Notons que holomorphe sur Q\ Z(f) = p = f loc unif. sur Q \ Z(f). Mais

— assertion.
Z 1 _|_ fé
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P polynéme de degré N = P(z) = C’va 1(z —aj). On voudrait: f € H(C) =
f(z) = e9® [[;21(2—ay) ot f(2) = e9(2) | (1——3) Notons cependant que ce premier
produit diverge toujours si f a un nombre infini de zéros, tandis que le deuxieme produit
diverge dans la plupart des cas. Solution: introduire des facteurs de convergence:

— o9(2) 1 — Zehi(2)
r&) =@ I [0 - D).
7j=1

Déf. Facteurs de Weierstrass
E0(2> =1—-2z

22 23 2P
Ep(z):(l—z)exp<z+2+3+-~+p> , p€N*
Remarque: —log(l —z) =3 "7, ~2", |z| < 1; donc E, ~ 1.

Proposition 7.8 z = 0 est une racine d'ordre p+1 de 1 — Ey(2) (p € N) et

1= Ep(2)] < 21 (2] < ).

p>0: ( ~BpY(2)=Pexp (24 5+ 5 4+ Z) = m(0,1-E,) =p+ 1.

P
1-F

Considérons f(z) = Zpﬂ(z). 218 = fe€ HC) = f(z) =Y, apz" converge

Vz € C. Notons que a,, > 0. Ainsi |f(2)] < Y07 anl|z|” Z gan = f(1) =1.

= [1 - Ep(2)| < |2/,
7.9 Théoreme de Weierstrass sur les produits infinis
Soit (ay), une suite dans C, a,, # 0 tq |a,| — co. Soit p, € N tq

W) > <)+ <o Vr>0

n=1 |an|

z

Alors le produit infini H E,, (> converge localement uniformément sur C vers une

Qnp
n=1

fonction entiére p telle que

p(z) =0<= z € {ay,a2, -} et tq
m(p,z) = # {neN:a, =z}
——

card.

Dém. i) Montrons que y o, (1 ) converge loc. unif. dans C.
D

2

z
af
Soient K C C compact, r > 0 tq K C

no(r) V|z| <.
pnt1 r \Pntl
< <> Viz| <7, Vn>mno(r).

SEAGIE
‘ pn an = |an|

(0,7) et z € K. Alors <1 Vn >

z

Gn
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76 -, .
— ]’assertion.
(W)

Remarques i) Les produits [[>7 | E, (£) =

i z 2 1/ 2\? 1 [/ z\P
n=1 n n 2 \an Pn \an

s’appellent les produits de Weierstass.

ii) (W) est satisfait si p, = n— 1. En effet |a,| — co = Jko(r) € N : ] < 2 Vk > ko
00 r 1+(n—1) 00 1 n
>(m) <20
Est-ce qu’on peut choisir p,, plus petit que n — 17
o0 o
. . 1 o
Déf 71:=inf{a>0: Z <H> < oo} s’appelle 'indice de convergence.
an
n=1
Exemples: a, =n =71 =1, an:n227':%an:logn:>7':oo.
. . logn
Proposition 7.10 Suppsons que |a,| /* co. Alors 7 = lim sup .
n—00 log‘an’
Dém. Posons L = limsup,,_, ., ﬁgfa%-
Supposons s.p.g. que |a,| > 1 Vn.
i) <L.
Si L = 0o, ok. Supposons 0 < L < co. Soit € > 0. Ing tq L + & > 282 ¥n > n.

log [an]
= (log|an|)(L +¢) > logn = (1 4+ ¢)(log |an|)(L +¢) > (logn)(1 +¢) =
n>ng

s |an‘(L+e)(1+a) > nl-l—a‘

) 1 1
Mais Z |y | EFO)(1H) < Z pire S
n

n

—=7<(L+e)(l+¢); e>0=7<L.

i) L<7

S < 00. Hypothese — Z 1 converge Ve > 0
D.g T . _— v
D-g yp e g
n 1

|a|:/>°° —0

Olivier ‘ an ’TJFE

= n < |a,|™ Vn > ng
— logn < (7 +¢)log|an| = ~%™ <71 +eVn>ng

log |an|

— limsup,, ;2% < 74¢ (Ve >0) = L <T.

log |an |
Proposition 7.11 Supposons que a, — oo et que 0 < 7 < oo. Alors on peut choisir

dans (W) p, = [7] (partie entiére de 7).
Dém. claire.

Remarques Le plus simple des produits de Weierstrass a la forme [ [, (1 — ﬁ), produit
qui est convergent si 7 = 0, i.e. si )y, ﬁ est convergent Ve > 0 ou encore si » ﬁ
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converge. Ce qui correspond dans (W) a poser p, =0 (= Ep(z) =1 — 2).

7.12 Théoréme de factorisation de Weierstrass
Soit f € H(C), f #0 et 0 # ay,aq,--- (multiplicité incluse) les zéros de f. Supposons
que |a,| / oo. Alors 3m € N, 3g € H(C),1;3 (pn)n € NN tq

f(z) = @2 [ By ().
n=1 n

Dém. On choisit d’abord les p,, tq (W) soit satisfaite, i.e.

oo r 1+pn
Z () <ooVr >0

n=1 |an|

[pn =n—1p. ex]. 7.9= p(z) = 2" [[}L, Ep, (%) € H(C), o m = ord(f,0).

Posons h(z) = ]J; ((2 . Alors h € H(C), car les a, sont des singularités artificielles. En

plus i # 0 dans C = h(z) = ¢9(*) pour un g € H(C).
Ainsi f(2) = e93)p(2).

Exemple: f(z) = sin(nz).

Z(f) = Z et chaque zéro est simple. Posons donc a,, = n.

Indice de convergence de (ap)n: T = 1
e = Eveap(Z
T12= f(z) =Pz [ Jeap(),
neZ\{0}
ou g e H(C).

Ce produit est absolument convergent (voir démo de 7.9), donc on peut permuter les
indices et les regrouper en couples de n et —n.

= J(z) =@z T =)0+ D)ep(C)exp(—) =
neN\{0}
2
= eI 2 H (1- %)

neN\{0}
On peut montrer que g(z) = log m, donc

singz) _ ﬁ (1 B ;2) .

1

Pour z = 5 on obtient:

3w
|
— 8
7 N
(-
|
i
3| =
[\
S~

donc

2.9.4-4-6-6---
1-3-3-5-5-7-7---

b | 3

(produit de Wallis)
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